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Extensao

Totalitarismo defronte de Democracia®

A ferramenta chave do totalitarismo € medo; suportado de panica e histeria.
Meias palavras, difamacoes, e denunciacoes formam a estratégia.
Nao tem discussoes livres, nem diferencas de opinido honestas.

Argumentos nao tem mais valor — o pensamento baizo jd levou a melhor.
O pensamento mesmo € o inimigo.

Democracia € o dominio da dignidade do humano

e o direito, a pensar propriamente, o direito para uma opiniao propria,

ainda mais, o direito, afirmar explicito a opiniao prdpria e

proteger-se contra a intrusao na sua psique e contra constrangimento psiquico.

Democracia solicita uma alta atividade intelectual dos seus membros.
Democracia rege a sociedade por os seus erros sem intimidagao.

1 Em parte tirado do sumdrio [Hir21] do livro [Mee56].






Prefacio

Este texto oriunda de notas da aula para o curso MA327 Algebra Linear dado
multiplas vezes, isto é, nos semestres 2013-2, 2014-1, 2015-1, 2016-2, 2019-2,
2020-2, e 2021-2. Quando cheguei em agosto 2013 fui assinado ensinar este curso
e como meu Portugués foi (ainda mais) fraco, na realidade quase inexistente, eu
busquei um livro em Portugués mesmo. Encontrei um texto excelente, o livro
do Elon Lages Lima [Lim11], no qual eu baseei meu manuscrito em 2013-2. Nos
semestres na seguida eu usei como base meu manuscrito de 2013, adicionando
e melhorando uma ou outra coisa. Sé em 2020-2 quando a aula foi mandado
ser remota eu digitei meus manuscritos no computador resultando no texto
presente o qual em grandes partes ainda é um condensado do Lima. Um outro
texto excelente o qual eu recomendo particularmente para alunos de disciplinas
de estudo ndo matemadticas é o Pulino [Pul12].

O que é diferente no texto presente é, na segao 5, a abordagem a matrizes
de transformagdes lineares como ilustrado no diagrama (5.0.1).
O texto na forma atual ainda precisa ser estendido ca e la, o que vai acontecer
no semestre 2021-2 e no futuro.
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Introducao

Algebm Linear

€ o estudo dos espacos lineares e das transformacoes lineares.

Um outro termo para espago linear é espago vetorial.

O préximo exemplo descreve como os conceitos de vetor e espago vetorial
foram descobertos: como flechas no plano onde se considera igual todos da
mesma diregdo e do mesmo comprimento. A identificagdo “considerar igual”
lida a uma enorme importancia e poder do conceito na fisica (campos de forgas).

Exemplo 0.0.1 (O espago vetorial F' das flechas equipolentes no plano). Seja
F o conjunto das flechas no plano II, onde consideramos iguais duas flechas se

(i) as duas flechas sdo paralelas,
(ii) tém o mesmo sentido de percurso, e
(iii) tém o mesmo comprimento.

Chama-se duas flechas satisfazendo (i-iii) de flechas equipolentes, simbolo ~.
Chamamos de vetores os elementos de F'. Assim um vetor é uma flecha v onde
consideramos iguais todas flechas equipolente a v, todas as quais denotamos de v
também, e cada uma chamamos de um representante do vetor.? Se fixamos
um ponto do plano, vamos nomear este ponto O, cada um vetor possui um
representante, uma flecha equipolente, cujo ponto inicial é o ponto O.

Seja F' munido de duas operagoes, primeiro, multiplicar uma flecha v com
um nuimero real o € R e, segundo, adicionar duas flechas v e w. Veja Figura 1.

Multiplicagdo (escalar). Pela defini¢do av é a flecha na diregdo de v cujo com-
primento é « vezes aquele de v (muda-se a diregdo caso o nimero « é negativo).

Adigao (vetorial). Pela defini¢do v + w é a flecha cujo ponto inicial é aquela de
v e cujo ponto termino p é obtido depois fazer uma translagdo de w movendo
o ponto inicial de w no ponto termino de v. Entao p é definido como o ponto
termino do novo w.

2 Esta definicdo dos elementos de F é informal e s6 serve para nossa introducao. Uma
excelente referéncia bésica para a definicdo de F' como um conjunto composto de colegoes de
flechas equipolentes é [Lim05].
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Figura 1: Flechas consideradas iguais, multiplicacao escalar, e adigao

O conjunto F munido das duas operagoes é um espago vetorial sobre o corpo
R. Um exemplo de uma transformagao linear em F' é uma rotagao ry : F' — F
que vira cada uma flecha v pelo angulo # em torno do ponto inicial.

Exemplo 0.0.2 (Pares de ntimeros reais). Seja R? := {(x,y) | z,y € R} o
conjunto de todas listas ordenadas de dois membros reais munido de adi¢ao
membro-por-membro e de multiplicagdo com um numero real o € R, também
membro-por-membro. Entdo R? é um espaco vetorial sobre o corpo R.

Comentario 0.0.3 (Identificagdo dos conjuntos e operagdes — isomorfismo).
Os dois exemplos anteriores sao “iguais” no sentido seguinte. Suponhamos que
na reta podemos medir a distancia 1. No plano II escolha um eixo OX, ou seja
uma reta com dois pontos diferentes O e X da distancia 1, e um segundo eixo
OY cujo primeiro ponto O é aquele do OX e qual intersecta OX no ponto O s6
(equivalentemente OX # OY’). Uma tal escolha de dois eixos é chamado um
sistema de coordenadas no plano, simbolo OXY. Veja Figura 2.

Observe-se que um eixo OX chega com uma diregao (de O para X) e com
um comprimento unitdrio (o comprimento do segmento entre O e X). Uma
escolha de coordenadas OXY no plano II nos da uma aplicacao

F—>RY v= OP (x,y) (0.0.1)

oY
P /
I
- : = OX

Figura 2: Sistema de coordenadas OXY composto de dois eixos OX e OY
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a qual identifica os vetores de I (escolha representantes v com ponto inicial O)
com as listas de R? unicamente (bijetora) — e ainda é linear: compativel com
as duas operagoes no dominio e as duas no contra-dominio. Uma tal aplicagao
(bijetora linear) é chamado um isomorfismo entre espagos vetoriais. Deixamos
ao leitor definir esta aplicacdo.?

Defini¢ao 0.0.4 (Sistema de coordenadas Cartesianas). Escolhendo dois ei-
xos ortogonais René Descartes (1596-1650) introduziu em 1637 a identi-
ficagao (0.0.1) a qual é assim chamado de sistema de coordenadas Car-
tesianas; veja [Koe85, p. 7).

Na Secao 9.2 vamos ver como angulos e comprimentos no plano traduzem
ao lado algébrico como um chamado produto interno no R2.

Exemplo 0.0.5 (Fungbes continuas e integragdo). Sejam a < b dois nimeros
reais. Entdo o quadruplo V = (C°([a, b], R), +, -, R) que é composto do conjunto
das fungdes continuas f : [a,b] — C munido com as duas operagoes de adicionar
f + g duas fungoes e multiplicar af uma fungao com um numero real o € R é
um espago vetorial sobre o corpo R.

Também W = (R,+,-,R) composto dos nimeros reais R e munido das
operagoes 6bvias é um espago vetorial sobre o corpo R.

Integracao T : V. — W, f +— fab f(x) dx, é compativel com, as duas adigdes
e as duas multiplicagoes (em V e em W) no sentido que

T(f+g9)=Tf+Tg, T(af)=alf,

para todos os vetores f,g € V e escalares a do corpo R. Uma aplicagdo T entre
espagos vetoriais qual respeita as duas operagoes no dominio e no contra-dominio
é chamada de transformacao linear.
Notagoes

Para uma lista extensiva dos simbolos usados veja o Indice Remissivo D.3.

Comentario 0.0.6 (Numeros). Vamos trabalhar com os seguintes nidmeros

N:={1,2,3,...}, No:={0,1,2,...} naturais
Z:={..,-2,-1,0,1,2,...} inteiros
Q:={t|peZ qeN} racionais
R := (—00,00) “a reta real” reais
C:={a+ib|a,be R} “oplano complexo” complexos

Com |a| denotamos o absoluto de um niimero real @. Denotamos intervalos
fechados de [a,b] C R e abertos de (a,b) C R. Usamos os simbolos

vV “para todos os” 3 “existe um” 3! “existe um tnico”.

3 Dica: Os pontos O, X e O,Y dao duas flechas. Represente um elemento v de F' por uma,
flecha equipolente com ponto inicial O. Pensa num paralelogramo tal que O e o ponto termino
da flecha equivalente sdo dois vértices opostos.
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A notagao A := B significa que A é definido pelo lado direito B. Escrevendo
dim E =n ou {&,...,&} indica sem ser mencionado explicitamente que n e k
sao numeros naturais, particularmente tém valor finito.

7

“Sejam x1,...,x; elementos de um conjunto X” é uma frase encontrada
frequentemente e depois quer-se trabalhar com o conjunto composto destes ele-
mentos. Um ponto 1til é que nao é proibido que uns dos elementos, ainda
todos, sao iguais. O jeito certo de escrever o conjunto correspondente é assim
{z1}U- - -U{x,}. Para este conjunto usa-se também a notagao {z; | i =1,...,¢}.
Veja Definicao 1.1.2.

Convencoes

.

E comum usar para o mesmo conceito as vezes terminologia diferente, por
exemplo transformacgao linear e operador linear, ou ainda s6 operador,
denota todo o mesmo conceito.

Cor cinza. Paragrafos e maiores partes de texto em cinza indicam matéria
avangada direcionado as turmas A e B do “cursdo”, mas nao as outras turmas.
Palavras individuais em cinza geralmente sao nomes ou informagcodes comple-
mentares.



Parte 1

Teoria dos espacos vetoriais






Capitulo 1

Espacos vetoriais

1.1 Axiomas

Definigao 1.1.1. Um! conjunto X é composto de elementos os quais sdo dois-
a-dois diferentes. Entao nao faz sentido escrever expressoes da forma 42:3:2}.
Um conjunto néo é ordenado, por exemplo {1,2} = {2,1}. A uniao de dois

conjuntos A e B é o conjunto A U B cujos elementos pertencem a A ou a B.

Por exemplo
{2,3} U {2} ={2,3} = {3,2}. (1.1.1)

A intersecao de dois conjuntos A e B é o conjunto AN B composto de todos os
elementos que pertencem a ambos A e B. Um conjunto chama-se ordenado se
seus elementos sdo enumerados, por exemplo X = {x1,...,z,}. O conjunto que
nao contem nenhum elemento é chamado o conjunto vazio, sfmbolo (). Usamos
a notacio AU B para transferir a informacao adicional que os dois conjuntos
A e B sao disjuntos, ou seja nao tem nenhum elemento comum, em simbolos
AN B = (. Denotamos de |X| o nimero de elementos de um conjunto
quando o nimero ¢ finito. Neste caso X é chamado de conjunto finito.

Um subconjunto de um conjunto X é um conjunto A tal que cada um
elemento de A é elemento de X, notacdo A C X. Observe que conforme esta
definicao, o conjunto vazio () é subconjunto de todos conjuntos: para todo con-
junto X temos § C X.

7

Definigao 1.1.2. “Sejam x1,...,x, elementos de um conjunto X ” é uma frase
encontrada frequentemente e depois quer-se trabalhar com o conjunto composto
destes elementos. Um ponto sutil é que nao é proibido que uns dos elementos,
ainda todos, sado iguais. Mas conforme nossa convencao para denotar conjun-
tos, veja Definigdo 1.1.1, a notagdo {z1,...,z¢} s6 faz sentido, e é permitida,
quando os elementos sao dois-a-dois diferente. A notacao certa, junta com sua
abreviacao, para o conjunto contendo os elementos x1,...,x¢ de X é

{z1}U. Az = {z; |i=1,...,(}.
LCap. 1 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 11 de julho de 2024

7



8 CAPITULO 1. ESPACOS VETORIAIS

Uma escolha arbitraria forma o conjunto Uxea{zr} =: {zx | A € A}.

Definigao 1.1.3. O produto cartesiano X x Y de dois conjuntos X e Y é o
conjunto de todas listas ordenadas (x,y) dos elementos z € X e y € Y, ou seja

XxY ={(z,y) |ze X, yeY}

Observe que se um fator fica vazio, ou seja X = ou Y = (), entdo X x Y = 0.
Abreviamos
Yk .=V x-..xY (1.1.2)

se na direita temos k fatores.

1.1.1 Grupo
Definigao 1.1.4. Um conjunto nao-vazio G # ) munido de uma operacao
x:GXG—>G, (f,g9)— fx*g
é chamado um grupo, notacao (G, *), se valem os trés axiomas
1. fx(gxh) = (f=*g)*h para todos os elementos f, g,h € G (associatividade)

2. existe um elemento ¢ € G tal que (elemento neutro)
exg=yg, gxe=g
para todos os elementos g € G.
3. para todo g € G existe um elemento h € G t.q. (inverso)
gxh=e, hxg=e.
Chama-se h de inverso do elemento g e denota-se A com o simbolo g.
Em palavras,

um grupo é um conjunto nao-vazio munido de uma operacao asso-
ciativa, contendo um elemento neutro, e tal que cada um elemento
admite um inverso.

O seguinte lema diz que um grupo G tem exatamente um elemento neutro,
notagao comum e, e cada um elemento g de G tem exatamente um inverso,
notagao g. As vezes é comum e Ttil escrever o elemento neutro na forma 0 ou 1
e os inversos na forma —g ou g~ !; veja os dois exemplos em Exercicio 1.1.7 a).

Lema 1.1.5. Seja (G, *) um grupo. Entdo vale o sequinte.

1) O elemento neutro € unico.

2) Os elementos inversos saqo Unicos.

3) Dado elementos f,g,h € G, entdo vale:
a) [xg=[xh = g=h (lei da corte)
b) fxg=[ = g=e
c) [xg=e = g=f
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Note que b) e ¢) sdo consequéncias imediatas de a).
Demonstracao. Lema C.1.1. O

Definigao 1.1.6. Um grupo (G, *) é chamado de abeliano se a ordem dos dois
elementos na operagdo nao importa, em simbolos f*g = g* f. (comutatividade)

Exercicio 1.1.7. Mostre que

a) sdo grupos (ainda abelianos): (Z,+)
b) nado sao grupos: (N,+) e (Ng,+) e
¢) nao sdo grupos abelianos:

— as matrizes 3 x 3 sob multiplicacao matriz
— as rotacoes em R? sob composicio.

e (R,-)
(Z’ )

1.1.2 Corpo

Definigao 1.1.8. Um conjunto K munido de duas operacoes?

+:KxK—K S KxKe—K

é chamado um corpo se valem os trés axiomas

1. (K,4) é um grupo abeliano.
(O elemento neutro seja denotado 0 e —a denota o inverso de a € K.)
2. (K\ {0},+) é um grupo abeliano.

- (
(O elemento neutro seja denotado 1 e ! denota o inverso de a € K\{0}.)

3. Distributividade: (« + 8)y = ay + B~ para todos «, 8,7 € K.
(E costume escrever a5 em vez de « - 3.)

Para distinguir chamamos o elemento neutro da primeira operacao — para
a qual temos usado o simbolo “4” ainda que geralmente nao tem nada ver
com adigao de nimeros — o elemento neutro aditivo. Chamamos o elemento
neutro da segunda operagao — motivado pelo uso do simbolo “” — o elemento
neutro multiplicativo. Como é feio escrever o + (—f) para a soma de um
elemento com um elemento inverso aditivo definimos a — 8 := a + (—0). Isso
é uma abreviacao s6, nao é, nem tem diferenca. Analogamente simplificamos a
notagao escrevendo «/3 em vez de a3~

Corolario 1.1.9. Um corpo contem pelo menos dois elementos.

Demonstragao. Pelos axiomas 1. e 2. cada uma operacao tem um elemento
neutro as quais nao podem ser iguais por causa de 2. O

Lema 1.1.10. Seja K um corpo e 0 o elemento neutro da adigdo. Entdao 08 =0
e B0 = 0 para todos os elementos 5 € K.

2

w

as quais vamos batizar aos nomes “+” e — ainda que geralmente nao tem nada ver com
adi¢cao e multiplicagdo de nidmeros, mas esta escolha é motivada pelos exemplos principais
(Exemplo 1.1.12) nos quais “+” e “” sdo adi¢@o e multiplicagdo de ndmeros
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Demonstra¢do. Lema C.1.2. O

Definigao 1.1.11. Seja K um corpo e 0 e 1 os elementos neutros da adigao e
multiplicagao. O menor nimero natural £ > 2, caso existisse, tal que a soma
seguinte se anula

1+---+1=0

—_——

k vezes

é chamado de carateristica do corpo. Caso nao existe nenhum tal k£ chamamos
o corpo de carateristica nula.

Exemplos de corpos
Exemplo 1.1.12 (Os corpos R e Q). Séao corpos R = (R, +,-) e Q = (Q, +,-).

Exemplo 1.1.13 (O corpo dos nimeros complexos C). Vamos chamar a letra
i de unidade imaginaria. Um ntimero complexo é uma soma formal da
forma a + ib onde a e b sao nimeros reais. O conjunto C de todos os nimeros
complexos munido das duas operagoes definidas assim

(a+1ib) + (c+id) :=(a+c)+i(b+d)
(a+1b) - (c+1id) := (ac — bd) + i(ad + bc)

é um corpo, denotado (C, +, ), ou simplesmente C.

Enquanto a regra da adigao é facil para memorizar, vocé consegue memorizar
a multiplicagao? Eu nao. Deixa ver se tem um jeito simples para chegar na
férmula certa: Fazemos multiplicagao formal como fossem niimeros, ou seja

(a +ib) - (¢ + id) = ac + aid + ibc + i2bd
= ac +i*bd + i(ad + be)
= (ac—bd) + i(ad + be).

2

Assim sé precisamos memorizar que i© = —1, mas isso é uma férmula famosa.

Considere um niimero complexo z = a + ib. Chama-se a a parte real de z,
notagdo Re(z) = a, e chama-se b a parte imagindria de z, notagao Im(z) = b.

O complexo conjugado de z = a + ib é definido por Z := a —ib e o
absoluto, ou médulo, por |z| := Va2 + b2.

Exercicio 1.1.14. Os numeros inteiros Z = (Z, +, -) ndo formam um corpo.

Exemplo 1.1.15 (Adi¢ao e multiplicagdo modulo n). Dado um nimero natural
n > 2,3 defina no conjunto Z,, := {0,1,...,n — 1} as duas operacoes

a+pb:=a+b (modn), a-pb:=ab (modn)

3 para n = 1 obtemos o grupo aditivo trivial Z; = {0} o qual nunca pode ser um corpo,
porque contem 1 elemento sé; veja Corolario 1.1.9
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para todos os elementos a,b € Z,.*
Fato. (Z,, +n,n) € um corpo <= n é um nimero primo.
Um primo p € a carateristica de Z,. Para valores pequenos de n pode-se

checar de mao se Z, é um corpo ou nao. SO precisa-se calcular as tabelas de
adicao e de multiplicagao. Vamos ilustrar isso num exemplo.

Exemplo 1.1.16 (Z4 nao é um corpo.). Para checar se (Z4, +4) € (Zs\{e4,},4)
sao grupos abelianos é util calcular as tabelas de adigao e de multiplicacao.

o (Z4,+4) é um grupo abeliano? Para responder calculamos os valores na tabela

o

W N = O
e~
W N = =
O W N ==
= O W oD
N = O Wl W

Sao 4 passos:

1. Determinar o elemento neutro de +4: Checamos se a linha em cima da
linha solida horizontal, ou seja a linha 0 1 2 3, tem uma cépia nas linhas
embaixo. Sim, tem 0 1 2 3. Neste caso o elemento em frente da cépia é o
elemento neutro de +4, certo? No nosso caso eq, = 0. Se ndo tem copia,
nao tem elemento neutro, e assim nao seria um grupo.

2. Inversos: Na cada dos (neste caso 4) linhas de valores na tabela localiza o
elemento neutro 0 (se existir). Entéo o elemento g em frente da linha de 0
e 0 elemento em cima da coluna de 0, notacao g, sao inversos um do outro.
Caso uma linha nao contem 0, entao este g nao tem inverso, e assim nao
seria um grupo. No nosso caso todo elemento g tem um inverso:

(denotado —g)

N = Ol

g
0
3
2
311

3. Associatividade: Calculando caso por caso temos que checar se f 44 (g+4
h) = (f +4 g) +4 h para todas as possibilidades. No nosso caso vale.

4. Grupo abeliano (comutatividade): Vale se a tabela é simétrica em respeito
a diagonal. No nosso caso vale.

Na verdade temos esquecido um passo: No inicio de tudo temos que checar se a
operagao é bem definida, ou seja os valores da operagao (os valores na tabela)
realmente sao elementos do conjunto, ou ndo. Olhamos a tabela - sim.

Nosso resultado é que (Z4,+4) é um grupo abeliano.

o (Z4\ {0},-4) é um grupo abeliano? Para responder calculamos a tabela

4 Dado n € N, seja £ € Z um niimero inteiro. Pela defini¢io o elemento £ (mod n) € Z, é
orestor € {0,1,...,n—1} que falta depois vocé “enche” £ com miltiplos de n. Em simbolos,
¢ (mod n) :=ronder € {0,1,...,n—1} é o Unico elemento tal que { = kn+r paraum k € Z.
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Como o valor 0 nao é elemento de Z4\ {0} a multiplicado -4 ndo é uma operagao
em Z4 \ {0}, entdo ndo pode ser um grupo.

Ainda assim vamos repetir os 4 passos para -4 (em vez de +4) para ver se
tem outras falhas ainda. As respostas sao:

1.
2.

Elemento neutro de -4: Tem, é o elemento e., = 1.

Inversos: Na cada dos (neste caso 3) linhas de valores na tabela localizamos
o elemento neutro 1 (se existir). No nosso caso

g ‘ g (denotado g1)
1|1

2 | nao tem!

313

o elemento 2 nao tem um inverso e ja por isso nao temos um grupo.

Associatividade: Ainda que a férmula f +4 (g +4 h) = (f +4 g) +4 h vale,
os valores nao sao todos em Z4 \ {0}.

Grupo abeliano (comutatividade): A tabela é simétrica em respeito a
diagonal, mas os valores nao sao todos em Z4 \ {0}.

Nosso resultado é que (Z4 \ {0}, -4) ndo é um grupo abeliano.

Exercicio 1.1.17. Sejan = 6:

1.
2.

Calcule a tabela da adi¢ao e da multiplicacdo no caso Zg.

Identifique os elementos neutros da adicao e multiplicacao em Zg. Eles
sempre existem?

Para todo a € Zg identifique o elemento inverso aditivo.

Para todo a € Zg \ {0} identifique o elemento inverso multiplicativo, se
existir.

Cheque que Zg nao é um corpo. Quais dos axiomas nao valem?

Matéria avancada

Motivado pelas perguntas da Turma C na 1? aula 2016-2 vamos dar um
Motivad 1 guntas da T C na 1* aula 2016-2 1

exemplo de um corpo onde a primeira operagao nao estd relacionada a adigao

de ntimeros nem a segunda a multiplicacao de ntimeros.
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Exercicio 1.1.18 (Corpo (P, -, 0,R) onde - nao é adigao e o ndo é multiplicacao).
Para o € R considere a fungao p,, : (0,00) — (0,00), © — x. Seja o conjunto

P:={ps|aeR}
composto de todas fungoes p,(z) = z* com o € R e munido das operagoes

-t PxP—P o:PxP—P
(p(},:[)ff) = Do " DB ([)(Y,',[)./i) = Pa O DB
5

chamado de multiplicacao® e composicao® de funcoes, respectivamente.

Mostre que:

1. As duas operacoes sao bem definidas: p, - pg € P e p, o pg € P, de fato
Pa - PB = Pa+8> Pa ©PB = Pap

2. (P,-) é um grupo abeliano com elemento neutro py = 1.
3. (P\{po},o) é um grupo abeliano com elemento neutro p;(x) = .

4. Distributividade: (pq - pg) 0 py = (Pa ©D~) - (P3O D), VPa,ps, Py € P.

1.1.3 Espacgo vetorial

O conceito de espago vetorial reportar-se a um livro de 1844 do suigo Her-
mann Giinther Grassmann (1809-1877), professor num gindsio, veja [Koe85,
p.10-15]. A forma abstrata a qual introduzimos no seguinte s6 apareceu em
torno de 1900.

Definicao 1.1.19. Um espaco vetorial E sobre um corpo ” K é um qué-
druplo (E,+,,K) composto de um conjunto E, um corpo K, e duas operagoes

+:ExFE—>FE - KxFE—>FE
(v,w) > v+ w (o, v) = av
chamadas de adigao e multiplicagao escalar, respectivamente, tal que vale
1. (E,+) é um grupo abeliano.

(O elemento neutro é denotado O e chamado o vetor nulo.)

(a+ B)v=av+ pv

2. Distributividade:
a(v+w) = av + aw

(aB)v = a(fv)

lv=v

3. Compatibilidade: {

5 (po - Pg)(2) = pa(z) - pa(x)

% (pa 0 pg)(2) := pa(ps(@))
fala-se abreviando “E € um espac¢o vetorial sobre K” ou ainda “E é um espago vetorial’.
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Onde as identidades tem que ser validas para todos «, 5 € K e todos v,w € E.
Chama-se escalares os elementos do corpo K e vetores os elementos de E.
Lema 1.1.20. Seja (E,+,-,K) um espago vetorial e 0 € K e O € E, entdo:

(1) @O = O para todos os escalares o € K.
(ii) Ov = O para todos os vetores v € E.

(iii) Para todo o escalar o € K e todo o vetor w € E sao equivalentes:

aw=0 & a=0ouw=0. (1.1.3)

Demonstracao. Lema C.1.3. O

Corolario 1.1.21 (Compatibilidade dos inversos aditivos com multiplicacao).
Para todo o escalar o € K e todo o vetor w € E vale:

a) (—a)w = —(aw)

Demonstracao. Corolario C.1.4. O

Corolario 1.1.22. Seja (E,+,-,K) um espago vetorial sobre um corpo K no
qual 1 +1 # 0. Neste caso para v € E temos

v+ov=0 = v=0.

Demonstra¢ao. Como O = v+ v = 1v+ 1lv = (1 + 1)v segue de (1.1.3) que ou
1+ 1=0no corpo K ouwv=0. (Lembre-se que 1 € K, assim 1 geralmente nio é
um nimero e 1+1 nao tem nada ver com 2... Veja nota de rodapé no Lema 7.2.5.) [

1.2 Exemplos de espacos vetoriais

Exemplo 1.2.1 (O espaco vetorial trivial {O}). Seja E um conjunto com 1
elemento s6. Vamos ja denotar aquele elemento com o simbolo O (porque?).
Entdao F = {O}. Seja K um corpo qualquer. Nao tem escolha nenhuma para
definir as duas operagoes

+:ExE—FE - Kx E—F
(0,0) 0 (@,0) = O

Entao (F,+, -, K) satisfaz os axiomas de um espago vetorial, denotado simples-
mente F = {O} e chamado de espago vetorial trivial.

Exemplo 1.2.2 (Um corpo K como um espago vetorial sobre K). Usa-se as duas
operagoes chegando com o corpo (K, +,-) como as duas operagOes necessdrias
para tornar um conjunto (escolhemos E := K) num espago vetorial sobre um
corpo (escolhemos K). Com efeito (K, +, -, K) é um espago vetorial sobre K.
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1.2.1 Listas ordenadas
Numeros reais
Exemplo 1.2.3 (O espago vetorial R™ sobre R). Seja
R" :={u=(a1,...,an) | @1,...a,, € R}

o conjunto de todas as listas ordenadas de n numeros reais. Chamamos «; o
1-6simo membro da lista. As duas operacoes

+ :R" xR" = R" - :RxR" = R"

sao definidas como adigao membro-por-membro e multiplicagao de todos mem-
bros com um escalar 5 € R. Checando todos axiomas vé-se que R™ é um espaco
vetorial sobre o corpo dos nimeros reais, notagao (R", +, -, R) ou R™ s6. O vetor
nulo, também chamado de origem, é a lista

O =(0,...,0)

e o inverso de um elemento v = (aq,...,q,) é a lista (—aq,...,—a,) a qual
denotamos com o simbolo —u.
O 1-ésimo vetor canémnico é a lista de n membros

e;=(0,...,0,1,0,...,0)
cujo i-ésimo membro é o nimero 1 e todos outros sao nulo 0. O conjunto
EMi={e1,...,en} (1.2.1)
de todos os vetores canénicos é chamado de base candnica de R”™.
Exemplo 1.2.4 (O espago vetorial R* sobre R). O conjunto
R :={u = (a1,a9,a3,...) | a1,a2,3,... € R}

de todas as sequéncias reais é um espago vetorial sobre R sob adigao e multi-
plicagdo membro-por-membro, notagao (R, +, -, R).

Exemplo 1.2.5 (O espago vetorial R3® sobre R). O conjunto
6° := {u € R* | 86 um nimero finito de membros sdo nao-nulos}

é um espago vetorial sobre R sob adi¢ao e multiplicagao membro-por-membro
como no exemplo prévio, notagao (R5°, +, -, R).

Dado ¢ € N, a sequéncia com todos membros nulos exceto o i-ésimo qual é 1
denotamos também de e;. O conjunto de todos os e;’s é denotado de

EX = {61,62,...} (122)

e chamado de base canénica de R§°.
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Corpos gerais

Comentario 1.2.6 (K™ e K*). Os espagos vetoriais K" e K sobre qualquer
corpo K sao definidos analogamente Exemplos 1.2.3 e 1.2.4.

1.2.2 Matrizes

No Apéndice A.1 introduzimos o conjunto M(m x n) das matrizes m X n
cujas entradas a;; sd@o nimeros reais, munido de duas operagoes, adi¢ao e mul-
tiplicagao escalar. O conteiido do Apéndice A.1, de fato do Apéndice A inteiro,
também vale para matrizes com entradas num corpo K. Repetimos uns fatos.

Exemplo 1.2.7 (Espago vetorial das matrizes m x n). O espago vetorial das
matrizes m X n sobre um corpo K é o conjunto

M(m x n; K) := {a:(aij) ‘aij€K7i:1,...m7j:1,‘..,n}
M(n; K) := M(n x n; K)

onde a matriz a = (a;;) é o quadro de escalares com m linhas e n colunas ®

ail N QA1n
a = (ai;j) =

Am1 .- Qmn

munido da adigao entrada por entrada e da multiplicagao escalar com escalares
B € K também entrada por entrada.
O vetor nulo é a matriz nula 0 cujas entradas sdo todas o escalar nulo 0 € K.
Se na matriz nula n x n colocamos o escalar 1 € K ao longo da diagonal obtemos
a matriz identidade 1 = 1,,. O elemento inverso aditivo, notacao —a, de uma
matriz a = (a;;) tem como entradas os inversos aditivos dos a;;, notagdo —a;;.
No caso do corpo dos numeros reais K = R abreviamos

M(m x n) := M(m x n;R), M(n) := M(n x n;R).

Definicao 1.2.8 (Linhas e colunas de matrizes). Seja a = (a;;) € M(m x n; K)
uma matriz m x n. Note-se que o primeiro indice ¢ de uma entrada a;; indica a
linha e o segundo j a coluna dela. Tendo isso na vista vamos denotar a k-ésima
coluna, respectivamente a £-ésima linha, de uma matriz a com os simbolos

a1k
Ak = | 1 | age = a1 ... am)]. (1.2.3)

Amk

80s escalares a;; sdo chamadas as entradas da matriz. Por definicdo que a entrada a;;
estd localizada na i-ésima linha e j-ésima coluna.
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Temos escolhido o simbolo e para sugerir “este indice é aberto” — ele corre e
assim gera uma lista, ou vertical ou horizontal dependente se e fica no primeiro
ou no segundo lugar. Assim podemos escrever a matriz a nas formas seguintes

Ale
a—= = [a.l e a.n] .

amo

Definicao 1.2.9 (Espago-coluna e espago-linha). Seja a = (a;;) € M(m x n; K)
uma matriz m X n. O espago-coluna é o conjunto de todas as somas das
colunas a,; da matriz decorado com fatores escalares ay, em simbolos

Esp-col(a) := {a1ae1 + -+ + apaen | a1,...,a, € K} C M(m x 1;K).
Analogamente no espago-linha usa-se as linhas da matriz a, ou seja

Esp-lin(a) := {q1a1e + - + Qnane | a1,...,a, € K} C M(1 x n; K).

Produto matriz

O produto entre duas matrizes de tipos adequadas é definido no apéndice na
férmula (A.1.2) e umas propriedades do produto encontram-se no Lema A.1.5.

Para matrizes quadradas faz sentido investigar se admitem uma inversa ou
nao. Uma matriz quadrada a é chamada de invertivel se existe uma matriz
quadrada b tal que ab = 1.

1.2.3 Funcgoes e polindomios
Exercicio 1.2.10. Dado um conjunto nao-vazio X # (J e um corpo K, seja
F(X,K):={f ] f: X — K funcao}

o conjunto de todas as fungoes f : X — K. Adicao de fungbes e multiplicagao
com um escalar sao definidas assim

(f+9) () = f(@)+9(x),  (af)(z):=af(z)

para todos os z € X, o € K. Mostre que F(X,K) é um espago vetorial sobre K.
No caso especial X = K vamos abreviar F(K) := F(K, K).

Comentario 1.2.11. A préxima observacao ilustra o poder da matemadtica e
um ponto fundamental dela - economizar através de abstracao e encontrar o
certo ponto da vista.

Observagao 1.2.12.

a) Se X ={1,...,n}, entdao F(X,R) = R".
b) Se X =N, entao F(X,R) = R>.
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c) Se X ={1,...,m} x{1,...,n}, entdo F(X,R) = M(m x n).

Exercicio 1.2.13 (Polinémios reais e complexos). Seja K = R ou K = C.
Dados escalares ag, o, ..., a, € K, entao chama-se uma soma finita

p=px) =ar+orz+ -+ az"

de polindmio na variavel x € K, no caso «, # 0 de polindmio de grau n,
e no caso a, = 1 de polinémio médnico. Fornega o conjunto dos polindmios
com uma estrutura de um espago vetorial (P(R),+,-,R) ou (P(C),+,-,C).

1.3 Independéncia linear

1.3.1 Combinacgao linear

Definigao 1.3.1. Uma soma finita da forma

a1v1 + ...+ apup coma; €K, v, € & (1.3.1)

=w

é chamada de combinagao linear (CL). Uma tal CL chama-se de trivial se

todos os coeficientes aq, ..., ap sao nulos. Dizemos que
“os vetores vy, ...,vp representam o vetor w”

ou
“o vetor w é CL dos vetores vy,...,vp”.

Um problema central na teoria dos espagos vetoriais: Dado vetores
V1, - .., Vg, existe uma CL nao-trivial deles representando o vetor nulo?
Nas outras palavras, existem escalares aq, ..., ap nao todos nulos, tal que a CL
correspondente dos vetores representa o vetor nulo? Em simbolos,

“existem coeficientes (aq,...,ap) # (0,...,0) tal que aqvy + ...+ vy = O 2”7

Exercicio 1.3.2. a) Caso possivel escreva o vetor b = (1,—3,10) € R? como
combinagao linear dos vetores u = (2,—-3,5), v = (1,1,0), e w = (1,0,0).

b) Sejam v = (1,1), v = (1,2) e w = (2,1). Encontre ndmeros a,b,c e «, 3,7
todos nao-nulos, tais que

au+bv 4+ cw = au + fv +yw
coma#a,b#pecr.

[Dica: a) Determinar os coeficientes «, 3, na CL de u, v, w a qual representa b

lida a um SL. Escalonamento.’
b) Defina z =a —a, y =b— 3, e 2 = ¢ — v para obter um SLH. Resolve.]19

9 encontre “o certo ponto da vista” (Comentdrio 1.2.11) e o SL vai chegar j& escalonada..
10 Respostas para seu controle: a) (a, 8,7) = (2,3,—6). b) (z,y,z) = 2(=3,1,1). Escolha
um z # 0, por exemplo z = 1. Entdo (a,b,¢) = (¢ — 3,1+ 8,1+ «). Toda escolha de reais
a#0,3ep,v#0,—1dauma solugdo. A escolhaa=5e =+ =1resultaema=>b=c=2.
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1.3.2 Linearmente independente

Defini¢ao 1.3.3 (Independéncia linear). Vetores v1,..., vy sdo chamados de

e linearmente dependente (LD) se representam o vetor nulo através de
uma CL nao-trivial;

e linearmente independente (LI) se ndo sdo linearmente dependente,
em simbolos

o +...+oa =0 = ar=--=a,=0 (1.3.2)
ou em palavras

“nao existe nenhuma CL nao-trivial dos vetores vy, ...,vp Te-
presentando o vetor nulo”.

Um subconjunto X de um espago vetorial E é dito de

e linearmente independente (conjunto LI) se cada uma escolha finita
de elementos dois-a-dois diferentes'! é linearmente independente;

e linearmente dependente (conjunto LD) se X ndo é linearmente in-
dependente, isto é se o vetor nulo é CL ndo -trivial de uma escolha finita
de elementos dois-a-dois diferentes.

Ainda que se vetores vy, ...,vp sdo elementos de um subconjunto X de F,
uma CL deles ndo necessariamente encontra-se mais em X. Encontra-se sim,
quando o subconjunto X de E é um chamado “subespago” (Lema 2.1.2).

Comentario 1.3.4.

(i) O conjunto vazio () é LI: Com efeito, com os elementos de () ndo pode-se
representar o vetor nulo nunca - simplesmente nao tem elementos. Chama-
se tal argumentacao de verdade vazia.

(ii) Um conjunto X = {v}, contendo s6 um vetor, é LI se e somente se v # O.

(iii) Se (1.3.2) vale para uma escolha vy, ..., vy, entdo vale para qualquer sub-
escolha destes vetores. [Use os coeficientes a;; = 0 nos restantes.]

Para provar a afirmacao (ii), lembra (1.1.3).
Lema 1.3.5. Sejam A, B, X subconjuntos de um espago vetorial E.

a) Oe X = X LD. (O wvetor nulo rende conjuntos LD)
b) Todo conjunto A contido num conjunto LI X é LI
¢) Todo conjunto B contendo um conjunto LD X € LD.

Il Para que precisa-se a condigio dois-a-dois diferentes?
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Demonstragao. a) O termo 10 é uma CL nao-trivial em X representando o
vetor nulo (segundo Lema 1.1.20). b) Os elementos de A sao elementos de X,
agora usa a defini¢do da independéncia linear de X. ¢) Cada uma CL nao-trivial
em X representando o vetor nulo é também em B. O

Exemplo 1.3.6. Para saber se o subconjunto X := {(1,0),(2,1)} de R? ¢
LI temos que checar (1.3.2) para cada uma escolha finita de elementos dois-
a-dois diferentes de X. Como X é um conjunto finito, e tendo em vista Co-
mentério 1.3.4 (iii), comecamos com a escolha méxima, ou seja todos os (dois)
elementos. Sejam «, 8 € R. Conforme (1.3.2) suponhamos que

(0,0) = (1,0) + B(2,1) = (a + 25, 3)

onde o termo cinza resulta através das regras de multiplicacao escalar e adigao
em R2. Comparando os segundos membros vemos que 0 = 3 o qual usamos na
comparacao dos primeiros membros: recebemos 0 = a+2-0 = . Assim temos
provado que ambos os coeficientes a e 8 sdo nulos. Entao X é LI.

Exercicio 1.3.7. Quais dos seguintes conjuntos X; de vetores de R? sdo ou nio
sdo conjuntos linearmente independentes (LI)? Explique porque sdo ou néo sao.

1. Elementos de X;i: os vetores (1,1) e (—=1,—1).

2. X2 :={(2,%),(3,2)}-

3. Escolha dois vetores diferentes u,v € R? e defina X3 := {u,v}U{(1,1)}.
Exercicio 1.3.8. Prove as afirmagoes seguintes.

1. A base candnica €™ em (1.2.1) é um conjunto LI no R™ para n € N,

2. A base canodnica £* em (1.2.2) é um conjunto LI no R§® e no R*°.

3. Suponha u,v € K? nio sdo miiltiplos um do outro. Prove que o conjunto

{u,v} é LL

[Dica: Seja au + fv = O. Considere 3 # 0 e, lembrando (1.1.3), 8 = 0.]
4. Sejam x = (z1,...,2,) e y = (y1,...,Yn) vetores de R™. Prove que um

deles é multiplo do outro se, e somente se, para todo i,7 = 1,...,n temos

TiYj = TjYi-

5. O subconjunto {a,b,c} C M(2 x 2) composto das matrizes

11 L[t o 11
2= 10 o|’ “lo 1> °T 1 1]

é um conjunto LI.
6. O conjunto X composto dos trés polindmios
p=px)=a2>—52%+1
q=q(x)=22" +5x -6
r=r(z)=x?—5z+2

é um conjunto LI no espago vetorial P(R) dos polindmios reais.
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7. Se o conjunto de vetores {vq,...,v,} é LI, prove que o mesmo se dd com
o conjunto {vy,vy — v1,...,0; —v1}. Vale a reciproca?

Exercicio 1.3.9 (Fungbes com valores complexos). Como introduzido em
Exercicio 1.2.10 seja E = F(R,C) o espago vetorial sobre o corpo C composto
de todas as fungoes f : R — C. Considere os subconjuntos F = {f1, fa, f3} e
G ={91,92,93} de E composto das fungoes

f1(t) = cost — isint, fa(t) = cost + isint, f3(t) =1,

g1(t) = sint, g2(t) =1, g3(t) = cost.
(a) Prove que cada um dos conjuntos F e G é LI.

(b) Escreva cada g; como combinagao linear dos f;’s.

(¢) Escreva cada f; como combinagao linear dos g;’s.

Este exercicio vai ter continuagao em Exercicio 5.4.10.






Capitulo 2

Subespacos

Um! subespaco de um espaco vetorial E é um subconjunto F' qual é invari-
ante sob as duas operagoes de E. Assim faz sentido restringir as duas operagoes
a F. Munido das operagoes restritas F' torna-se um espago vetorial mesmo.

2.1 Definicao e exemplos

Defini¢ao 2.1.1. Um subconjunto F C E de um espago vetorial (E,+,-,K) é
chamado de subespaco se é fechado sob as duas operacgoes, ou seja

(i) u,ve F=u+veF. (F é fechado sob adigao)
(i) aeK,ue F=aueF. (F é fechado sob multiplicagao escalar)
Lema 2.1.2. Seja F um subespago de um espago vetorial (E,+,-,K). Entdo

a) ag,...,ax €K vy,...,uy € F = Zf:l a;v; € F. (fechado sob CL)

b) F € um espaco vetorial sobre o corpo K onde as duas operagoes sao aquelas
de E restrito ao subconjunto F' C E. (subespacos sao espacos vetoriais)

Demonstragao. a) Indugdo. b) As restrigdes tomam valores em F segundo
parte a) e as axiomas valem como os elementos de F' sdo elementos de E para
as quais os axiomas valem pela hipdtese que E é um espago vetorial. O

Exercicio 2.1.3 (Vetor nulo). O vetor nulo de um subespago F' é o vetor nulo O
do espaco vetorial ambiente. [Dica: Mostre O € F. O vetor nulo de F' ¢ tinico.]

Checar se um subconjunto F' C E é um espago vetorial é bastante trabalhoso
dado os muitos axiomas. Isso mostra o valor alto da parte b) do lema dizendo
que ¢é suficiente checar “fechado sob as duas operagoes” — tarefa rapidinha.

Exercicio 2.1.4. Mostre que o espaco vetorial R s6 tem dois subespacos, isto
é {0} e R.

LCap. 2 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 11 de julho de 2024
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Exercicio 2.1.5. Mostre que sao subespagos de um espago vetorial (F, +, -, K):
a) F:={0} (o subespago minimo / trivial)
a) F:=F (o subespag¢o maximo)

b) Kv:={av | a € K} (a reta passando v e a origem O)
onde v é um vetor nao-nulo de E. Observe que KO = {O} é um ponto sé.

Exemplo 2.1.6 (O subespago R de R*). O subconjunto R C R, com-
posto de todas sequéncias reais tal que s6 um ntumero finito de membros sao
nao-nulos, é um subespaco: Se a lista u tem k membros nao-nulos e v tem /¢,
entdo (i) u + v tem no méximo k + £ e (ii) cu tem no maximo k.

Exercicio 2.1.7 (Espagos vetoriais de fungoes). O conjunto F(R) := F(R,R)
das fungoes reais é um espaco vetorial sob adi¢ao e multiplicagao com constantes
a € R, veja Exercicio 1.2.10. Para n € Ny seja

Pr(R) :={ao+ a1z 4+ +anz" | a1,...,0n € R}

o conjunto dos polindémios reais do grau menor ou igual n e P(R) :=
U2, Pn(R) o conjunto de todos os polinémios reais. Seja

CR) := C°(R,R) := {f : R — R | f é continua}

o conjunto das fungdes continuas. Para k € N seja C*(R) := C*(R,R) o
conjunto das fungoes k vezes continuamente diferencidveis. Chama-se

C*®(R) := C*°(R,R) := ﬁ C*(R)
k=0

o conjunto das fungoes suaves. Sejam n € Ny e k € N. Mostre que
P.(R) C P(R) Cc C*(R) c C¥R) c C°(R) C F(R)

s@o subespagcos do espago vetorial F(R) do Exercicio 1.2.10. Segundo parte b)
do Lema 2.1.2 todos estes conjuntos sao espagos vetoriais sob adigao de fungoes
e multiplicagao com constantes.

Exemplo 2.1.8 (Hiperplanos no R™). Dada uma lista o € R™, o subconjunto
H, = {xGR”|a1m1+~“+C¥n$n:0}

¢ um subespaco de R™. O vetor nulo lida ao subespago méximo Hp = R™. No
caso nao-nulo a # O chama-se H,, de hiperplano no R™ passando a origem O.

Lema 2.1.9 (Conjunto de subespagos é fechado sob intersegoes). Cada inter-
secao F := Nyca F) de subespacos F de um espago vetorial E € um subespaco.

Demonstra¢do. Dado u,v € F := Ny F)y, ou seja u,v € F\ VA. Como subespaco
cada um F) é fechado sob adicao, ou seja u + v € F para todos os A € A. Em
simbolos u + v € Ny F)\ =: F. Analogamente F é fechado sob mult. escalar. [
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Exemplo 2.1.10. Dada uma matriz a = (a,;;) € M(m x n), entdo o conjunto
F,:={ze€R"|azx =0}
é um subespago de R™. Para ver isso lembramos de (A.3.1) que ar = O é o SLH

1121 + -+ 1Ty = 0

U101+ + Ay Tp =0

para n incégnitas x1,...,z, € R, notagdo = := (x1,...,2,). Note-se que as
solugbes x da primeira linha formam o hiperplano H; := H,,, associado a pri-
meira linha a;, da matriz a. Isso é o certo ponto da vista, com efeito assim

F,=H;n---NnH,
é uma intersecao de subespagos e por isso é um subespago segundo Lema 2.1.9.
Exercicio 2.1.11.

1. Quais dos seguintes subconjuntos X; sao subespagos de R"? Em cada
caso faca um desenho e explique porque é subespago ou nao é.

(a) X1 :={(o,) | « € R} C R
(b) X2 :={(a+1,a) | a € R} CR?
(c) X3:={(a,B) | o, reais ndo-negativos} C R
2. (LI transfere-se a espagos vetoriais ambientes). Seja F um subespago
de um espacgo vetorial E. Mostre que se um subconjunto de F' é LI em

respeito ao espaco vetorial F' entao o também é LI em respeito ao espago
vetorial ambiente E.

2.2 Subespacgo gerado por um conjunto

Definicao 2.2.1 (Subespago gerado por um subconjunto). Seja E um espago
vetorial e X um subconjunto. O subespaco de E gerado por X é o conjunto?

(X) : = {todas as combinagoes lineares em X} U{O}.

Dizemos que o conjunto X gera o subespacgo (X) de E. Observa que o
conjunto vazio gera o subespago trivial, ou seja () := 0 U{O} = {O}.

Se (X) = E dizemos que o conjunto X gera E. Neste caso cada um
elemento de F é uma CL de elementos de X. Se vq,...,vp sao vetores de F
vamos usar a notacao curta’

‘<’Ul,...7’l)[> :z({vl}U-~-U{v5}>CE‘

para o subespago gerado.

2 Lembre-se da nossa convengao (1.1.1) para conjuntos, por exemplo {1,2} U {2} = {1,2}.
3 O ponto sutil é que uns dos vetores podem ser iguais, veja Defini¢io 1.1.2.
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Exercicio 2.2.2. Mostre que (X) é um subespago de F e que Kv = (v).
Lema 2.2.3. Seja X um subconjunto de um espago vetorial (E, +,-,K). Entdo
(i) X C(X) (contido no subespago gerado

)
i) YC X = (Y)C(X) (naturalidade sob inclusao)
(i) F C E subespago = (F) =F (ndo muda subespagos)
(iv) Um subespago F' C E contendo X contem (X). (respeita subespagos)

Demonstracio. (i) Seja v € X, entdao v “= 1y € (X). (ii) Como Y C X,
CL’s em Y s@o CL’s em X. (iii) Igualdade é consequéncia das duas inclusoes
F C (F) C F, onde a primeira é (i) e para a segunda usamos que os elementos de
(F) sao CL’s em F', mas um subespago é fechado sob CL’s segundo Lema 2.1.2 a).

(iv) Com efeito F & (F) 5 (X). O

Lema 2.2.4. Todo subconjunto LI {u,v} C R? de dois elementos jd gera R2.
Demonstra¢do. Lema C.2.1. O

Lema 2.2.5 (Os subespacos de R?). {O}, R?, e as retas passando a origem.

Demonstracdo. D’ Exercicio 2.1.5. ’C’ Seja F um subespaco de R2. Caso
F = {O}, pronto. Caso contrario existe u € F' ndo-nulo. Se os demais f € F'
sao multiplos de u temos F' = Ru, pronto. Caso contrario existe um v € F, ndo
miltiplo de u. Entéo {u,v} é LI segundo Exercicio 1.3.8 parte 2. Mas neste
caso segundo Lema 2.2.4 e Lema 2.2.3 (iv) obtemos R? = (u,v) C F C R, O

Exemplo 2.2.6 (Os espacos R™, R, R>).

a) A base canonica ™ = {ey,...,e,}, veja (1.2.1), gera R™. Com efeito
(5] 1 0
9 -
R*">v= . =a1 |.| +-ta,
Qo 0 1

A base candnica £° := () gera o subespaco vetorial trivial {0} =: R® C R.

b) Dadoi € N, a sequéncia com todos membros nulos exceto o i-ésimo qual é 1
denotamos também de e;. A base candénica £ := {ej, es,... } gera RY.

¢) A base canénica £ nao gera R*: Uma CL deve ser uma soma finita,
tente escrever a sequéncia cujos membros sao todos 1 como uma CL.

Exemplo 2.2.7 (Polinémios). O conjunto de monémios {20z, 22,... 2"}
onde z° := 1 gera P, (R). Todos os mondémios {1,z,z%, ...} geram P(R )

Exemplo 2.2.8 (Sistemas lineares). Dado um sistema linear [a : b] onde a é
uma matriz m x n. Sabemos de (A.3.2) que existe uma solugdo x se e somente
se a lista b é CL das colunas da matriz a. Consequentemente se as colunas de a
formam um conjunto de geradores de R™, entao para cada uma inomogeneidade
b € R™ o SL admite uma solugao.
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2.3 Soma direta

Definicao 2.3.1 (Soma de subconjuntos). A soma de subconjuntos X e Y
de um espaco vetorial E é o conjunto de todas as somas

X+Y ={z+ylzeX, yeY} CE.
Em vez de {z} +Y escreve-se z + Y e chama-se a translagdo de Y por x.

Lema 2.3.2. A soma de dois subespacos € gerado da unido deles, em simbolos
F,G C E subespagos = F+G=(FUG).

Particularmente, a soma de dois subespacos € um subespago mesmo.

Demonstracdo. Para provar igualdade de dois conjuntos prova-se as duas in-
clusdes. 'C’ Os elementos de F' 4+ G sdo CL’s da forma especial f 4 g enquanto
(F'UG) contem todas as CL’s em F'UG.

’D’ Pegue um elemento h de (F'UG) e use comutatividade para re-escrever
a soma finita com os somandos em F' no frente e depois aqueles em G. Assim
recebemos um elemento, igual h, em F' + G. O

Definicao 2.3.3 (Soma direta de subespagos). Sejam Fy, Fyo C E subespagos
de um espago vetorial E. No caso da intersecao trivial Fy N Fy = {O} escreve-se
F1 & F5 em vez de F + F5 e chama-se soma direta dos subespacos F; e F5.

O simbolo F & G é simplesmente uma abreviacao para duas informagoes,

com efeito
FnG={0}

FoG=H
R

Use-se a soma direta para decompor um vetor unicamente em componentes.

Teorema 2.3.4. Sejam Fy, Fy C F trés subespagos de um espaco vetorial E:
F=FioF < VfeF, A fiek, fo€F ta que f=fi+ fo.
Demonstracao. Teorema C.2.2. L]

Exercicio 2.3.5. No espago vetorial F(R) das fun¢oes R — R sejam

Fiy ={f :R — R que se anulam em todos os pontos do intervalo [0,1]}

F5, ={g: R — R que se anulam em todos os pontos do intervalo [2,3]}.

Mostre que Fy e F» sdo subespagos de F(R), que F(R) = F; + F5, mas nao se
tem F(R) = F1 D FQ.

Exercicio 2.3.6. Verdadeiro ou falso? Para todos subconjuntos X,Y C F vale
(i) (XUY)=(X)+()
(ii) (XNY)=(X)N(Y)
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Exercicio 2.3.7. Uma matriz quadrada a = (a;;) ,, chama-se

ij=1,.,
simétrica se a;; = a;; Vi, J anti-simétrica se a;; = —a;; Vi, .

Entao as matrizes simétricas sao aquelas iguais s suas transpostas a’ = a e as
anti-simétricas aquelas com a! = —a.

Prove a) que o conjunto S = §(n) das matrizes simétricas n X n e o conjunto
A = A(n) das anti-simétricas sdo subespagos de M(n;K) e b) que

M(n;K) =S @ A.

[Dica: b) Considere as duas matrizes a* := J (a+a') ]



Capitulo 3

Bases

Durante! o Capitulo 3 denotamos de E um espaco vetorial
E=(E,+,,K)

sobre um corpo K.

Bases de um espaco vetorial E sao subconjuntos LI as quais geram E no
sentido que todo vetor de E pode ser escrito como combinagao linear (CL) de
elementos da base. Os coeficientes escalares na CL sdo unicos (propriedade LI)
e chamados de coordenadas de um vetor em respeito a base. Quando E admite
uma base finita de n elementos chama-se n a dimensao de E. Se escolhemos uma
outra base, recebemos uma outra dimensao? Veremos na Secao 3.1.2 que nao:
Se E admite uma base finita todas as bases tem o mesmo ntimero de elementos.

Entao bases sao LI, contem suficientemente muitos elementos para que todo
vetor pode ser escrito como CL deles, e na dimensdo finita bases ainda sao
conjuntos méaximos no sentido que adicionando mais um outro vetor s6 ja recebe-
se um conjunto LD.

Definicao 3.0.8 (Base). Para um subconjunto B de E definimos

B base de £ & {B gera B

BéLIl
O numero de elementos de B pode ser finito ou infinito. Uma base ordenada é
uma base B = {£1,&,...} cujos elementos sdo enumerados. Equivalentemente
podemos escrever uma base ordenada na forma de uma lista ordenada B =
(&1,&,...), finita ou infinita.

A observagio chave é essa: Se uma base B de um espago vetorial contem
exatamente m elementos, entao todas as bases contém exatamente m elementos.
Isso serd o contetido da Proposigao 3.1.12. Vamos aproveitar do resultado ja:

LCap. 3 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 11 de julho de 2024
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Definicao 3.0.9 (Dimenséo). Se um espago vetorial E admite uma base finita,
dizemos B, entdao o niimero dos elementos é dito a dimensao de E, em simbolos

dim F := |B|.

Se F nao admite uma base finita, entao dizemos que E é de dimensao infinita
e escrevemos dim E = oo.

Comentario 3.0.10 (Dimensao do espago vetorial trivial). O conjunto vazio é
uma base do espago vetorial trivial E = {O}, Exemplo 1.3.4, assim dim{O} = 0.

Exemplo 3.0.11. Sejam v = (1,1) e v = (2,0). Os conjuntos {e1,u} e {u,v}
sao bases de R?2. Ambos conjuntos sao LI segundo Exercicio 1.3.8 3. (os ele-
mentos nao sao miltiplos um do outro, veja Teorema 3.1.1) e por isso geram R?
(Lema C.2.1). Um exemplo para LD é o conjunto {e1, v}, no qual um elemento
é multiplo do outro.

Exercicio 3.0.12 (Para soma direta a unido de bases é base). Seja E = Fy @& F5.
a) Mostre que uma unido B; U By de bases de F; e F» é uma base de E.

[Dica: a) Unido LI - ideia de (C.2.1).]
Exemplo 3.0.13 (Bases canonicas e dimensoes). Andlogo para corpos gerais K.
a) Listas. A base canénica £" := {ej,...,e,} é base de R™ e assim
dimR" := |E"| =n, n € Np.

Caso n > 1: Exercicio 1.3.8 confirma LI, Exercicio 2.2.6 diz que gera R™.
Caso n = 0: Note que R? = {0} ¢ o espaco vetorial trivial. O conjunto va-
zio £° = () é LI (Comentdrio 1.3.4) e gera o espaco trivial (Defini¢io 2.2.1).

b) Sequéncias. A base canonica £ := [J;Z,{e;} é base de RY® e assim
dim RF® := || = 0.

Base de R§°, ndo de R*: O conjunto £ é LI em RJ® e em R™ (Exer-
cicio 1.3.8). Mas enquanto £°° gera R5°, nao gera R*, veja Exemplo 2.2.6.

Ainda que nao temos na mao uma base de R* no Lema 3.1.16 mostramos
dimR*® = oo.
Isso é baseado no fato que R*® possui um subespago de dimensao infinita.

¢) Matrizes. Seja el) € M(m x n) a matriz com todas entradas nulas exceto
a ij-ésima entrada a qual é (eY);; = 1. A base canénica de M(m x n) é

gmn={el |ic{l,...,m},j€{l,...,n}} C M(m x n).
Como a base candnica tem |E™*"| = mn elementos obtemos

dim M(m x n) = mn.
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d) Polinédmios reais. Base canonica de P(R) — os mondmios {z* | k € Ny}.

Gerando: Por defini¢ao de P(R). LI: Versao 1. Para uma prova elemen-
tar baseada no determinante s6 veja Teorema B.1.2. Versao 2. Vamos
usar que um polinémio sobre um corpo infinito, por exemplo R, e de grau
n tem no maximo n raizes. Uma CL p de monomios representando a
funcao nula é um polinémio com um numero infinito de raizes. Assim
todos coeficientes devem se anular.

Analogamente {1,z,...,2"} é uma base de P,(R). Consequentemente
dim P(R) = oo, dimP,(R)=n+1, neN. (3.0.1)
e) Hiperplanos. Dado uma lista o € R™ com «,, # 0, o hiperplano
H, ={z e R" | 121 + - - + apz, = 0}

tem como base o conjunto B, := {&1,...&,—1} no qual a lista

£ = (07...,07170,...,0,—m) ER”, i=1,....n—1

Qn

tem todos membros nulos exceto o i-ésimo e o ltimo. E ébvio que B, é

LI, que gera R™ podemos ver assim: Para = = (z1,...,x,) € R™ vale
x € Hy
& O=az1 4+ -+ ayz,
S ap=—grry - = T,
& = (ml,...,xn_l,—z—ixl—---—O‘;;lxn_l) €R"”

e z=nl+ Fra1bp
Consequentemente
dimH,=n-1, aeR", a#0

Note que dimHp = n.

A parte hiper em hiperplano refere-se ao fato do que na dimensao falta 1
para a dimensao do espago vetorial ambiente, no caso presente H, C R™.

Comentario 3.0.14 (Corpo geral K). Todas afirmagoes no Exemplo 3.0.13 fi-
cam verdadeiro se em vez do corpo R usa-se um corpo geral K — exceto a parte d)
sobre polinémios a qual fica valida para corpos infinitos; veja Apéndice B.

Exercicio 3.0.15 (Produto cartesiano). Sejan € Ny e seja F' um espago vetorial
de dimensao m. Mostre que o produto cartesiano F'*™, veja (1.1.2), é um espago
vetorial sob as operacoes de adigao e multiplicagao escalar, ambas componente-
por-componente, e que dim F*"™ = mn.

[Dica: Dimensao — escolha uma base de F' e use para definir uma base de F'*".]
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3.1 Aplicagoes

3.1.1 Coordenadas de um vetor
Teorema 3.1.1. Seja X C E um subconjunto tal que |X| > 2. Entdo

a) X € LI < nenhum elemento de X é CL de outros elementos de X.

b) X é LD < existe um elemento de X que é CL de outros elementos de X .
Demonstragao. a) ’=’ Seja X LI, suponha por absurdo que um elemento u € X
fosse CL u = ayv1+- - -+avx de outros elementos v; (tem outros como | X| > 2).

Adicionando —u em ambos lados obtemos O = (—1)u+aqv1 +- - -+ agvg. Como

—1 # 0 trata-se de uma CL nao-trivial em X representando o vetor nulo. Assim
X é LD. Contradicao.
<<’ Suponha por absurdo X fosse LD. Entao existe uma CL nao-trivial em X

a1V + -+ apu, =0

representando o vetor nulo. Pelo menos um dos «; é nao-nulo. Renomeando
podemos supor a3 # 0. Caso k = 1. Entao ayv; = O e assim vy = a;l(’) =0.
Contradicao. Caso k > 2. Entao vy = —aflagvg - = aflakvk é CL de
outros elementos de X. Contradigdo. b) é equivalente & parte a). O

Coroldrio 3.1.2 (Unicidade dos coeficientes de CL’s em conjuntos LI). Seja
{v1,..., 05} um subconjunto LI de E, entdo

v+ oy = b+ F B = o =B, .., = B

Em palavras, se duas CL’s num conjunto LI representam o mesmo vetor, entao
0s coeficientes escalares coincidem.

Demonstra¢do. a1 — f1 = 0: Suponha por absurdo a3 — 1 # 0. Entéao o vetor

v1 = (o1 — B1) 7" (a2 — Bo)va + -+ + (a — Br)vk)

é CL de outros elementos. Contradicdo (Teorema 3.1.1 a)). Andlogo para os
outros a;; — ;. Outro argumento (usando LI): Suponha (a; — f1)vi + -+ +
(g — Br)vr = O. LI diz que todos coeficientes sao nulos. O

Lema 3.1.3.
a) Um subconjunto Y de um conjunto LI X é LI.  (Subconjuntos herdam LI)

b) Um conjunto X contendo umY LD é LD. (Superconjuntos herdam LD)

¢) Um subconjunto LI X num subespago F C E, também é LI em E.
(LI transfere-se para superespagos)

Demonstragao. a) Como X é LI, toda CL em X representando O tem todos
coeficientes nulos. Como Y C X, toda tal CL em Y é uma em X e assim
tem todos coeficientes nulos. b) Como Y C X, uma CL néo-trivial em Y
representando O é uma tal em X. ¢) Isso resta no fato que o vetor nulo de um
subespaco é o vetor nulo do espaco vetorial ambiente, veja Exercicio 2.1.3. [
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Comentario 3.1.4 (Consequéncias das duas propriedades de ser base B de F).
(B) = E: Assim todo v € E pode ser escrito como CL em B, com efeito

v=0o1&1 + -+ ol (3.1.1)

para escalares o; € K e vetores {; € B da base.
B é LI: Assim os coeficientes «; em cima sdo tnicos (Corolario 3.1.2).

Todo vetor v € E admite coordenadas unicas ay,...,ar € K
em respeito a uma base ordenada B de E.

Definicao 3.1.5 (Coordenadas). Suponha B = {{1,...,&,} é uma base orde-
nada de um espaco vetorial E. As coordenadas de um vetor v € E em respeito

a base B sao os coeficientes aq,...,a, em (3.1.1). A matriz coluna n x 1 das
coordenadas
ai
Wp:=|:]eK" (3.1.2)
o2

é chamado de vetor coordenada de v em respeito a base B. Abreviamos
[v] :== [v]gm no caso de E = K™ munido da base canonica £™.

Lema 3.1.6. Duas bases ordenadas B = {&1,...,&,} ¢ B de E sio iguais se e
somente se cada um elemento de E tem o mesmo vetor coordenada em respeito
a B eaB. Em simbolos

g =[vlg YweFE & B =B.

Demonstragdo. “=" A hipétese para v := & diz que [{1]z = [£1]5. Note-se
que [&1]z = (1,0,...,0). E assim [{]z = (1,0,...,0). Mas isso significa que
& =1-40-&4---+0-&, =& Repitaparav =&;,...,&,. “<” 6bvio. O

Exercicio 3.1.7. Seja E = R? munido da base canénica € = {e1, e2} e da base
ordenada B = {&1,&} onde & = (1,1) e & = (—1,1). Determine [e]g, [e2]s,
[61]7 [62] e também [51]3’ [52]57 [fl]v [62]

Exercicio 3.1.8. Mostre que os polinémios 1, x — 1, e 22 — 3z + 1 formam uma

base de P2(R). Exprima o polinémio 222 — 5z + 6 como CL nessa base.

3.1.2 Dimensao de um espago vetorial

Teorema 3.1.9. Se um conjunto finito gera E, entdo qualquer conjuntoY C E
com mats elementos é LD.

Coroldrio 3.1.10. Suponha um conjunto finito X gera E, entdo
Y CFELI = Y| <|X].

Para provar Teorema 3.1.9 vamos usar o seguinte resultado sobre SLH’s.
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Teorema 3.1.11 (Existéncia de solugdes nao-triviais de um SLH). Dado uma
matriz a € M(m x n;K). Se a matriz tem menos linhas como colunas (m <
n), entao o SLH ax = O, compare (A.3.1), admite solu¢ées nao-triviais © =

(z1,...,2n) # (0,...,0).

Demonstrag¢do. Inducao sobre o niimero m de linhas. Veja Teorema C.3.1. O

Demonstragio de Teorema 8.1.9. Suponha que o conjunto X = {v1,...,0n}
gera o espago vetorial F e seja Y C F um outro subconjunto com mais ele-
mentos, ou seja |Y| > m. Para mostrar que Y é LD, basta mostrar segundo
Lema 3.1.3 b) que um subconjunto U = {uy,...,Un+1} C Y de m+1 elementos
¢ LD. Como X gera E e cada um u; pertence a E existem escalares a;; tal que

Uj = a1v1 + - + AU, (*5)

paraj=1,...,m—+ 1.
Para U é LD resta mostrar: existem escalares nao-nulos z1, ..., Z,+1 tal que
iUl + -+ Tpp1Umtr = O. (3.1.3)

Para este fim considere o SLH de m equagoes de n = m + 1 incégnitas x;

a11r + -+ armp1 1 =0
(SLH)

Q171 + -+ am,m-‘,—l'rm b1 = 0

o qual tem uma solu¢do nado-trivial x = (z1,...,2Zm4+1) # (0,...,0) segundo
Teorema 3.1.11 como m < n. Obtemos (3.1.3) assim: usando (1 — *,,41) temos

T1U1 + -+ T 1Um+1
=221 (a11v1 + -+ Amiv)
+ 22 (a1201 + - + amav,)

+ Tt1 (@1, mp101 + -+ Q1)

m+1 m—+1

=1 E a1j$j+"'+ E amjmj
Jj=1 Jj=1
—— ——
=0 (SLH), =0 (SLH).,

=0.
O

Proposigao 3.1.12. Se uma base B de um espaco vetorial contem exatamente
m elementos, entao todas bases contém exatamente m elementos.
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Demonstragdo. Sejam B = {{1,...,6n} e B bases de E. )
1) (B) = E e Y := B LI implicam (Coroldrio 3.1.10) £ := 5| < |B] = m < ~c.
2) Analogamente como (B) = EeY := Bé LI, temos quem = |B| < |B|=¢. O

A nocao de dimensao é baseada nessa proposicdo: Se um espago vetorial
E admite uma base finita, dizemos B, entdo o ntimero dos elementos é dito a
dimensao de E, em simbolos

dim E := |B|.

Caso E nao admite nenhuma base finita dizemos que F é de dimensao infinita
e escrevemos dim F = co.

Lema 3.1.13 (Aumentando conjuntos LI). Seja X = {v1,...,vx} um subcon-
junto LI e seja u € E\ (X) um vetor de E mas nao em (X). Entdo o conjunto
extendido {vy,...,vg,u} também é LI

Demonstragao. Se X = (), entao u ¢ () = {O}, assim u # O e {u} é LI segundo
Coroldrio 1.3.4. Se X # (), suponha por absurdo que {v1,...,vg,u} fosse LD.
Assim existe uma CL nao-trivial aqvi + -+ + agvg + fu = O. Caso 8 = 0,
entao (aq,...,ar) # (0,...,0) e aqvy + -+ + v = O. Assim {v1,...,v%}
¢ LD. Contradigdo. Caso 3 # 0, entdo u = —7! (av1 + -+ + avg) € (X).
Contradicao. 0

Exercicio 3.1.14. Sejam X7, Xo,... subconjuntos LI de um espaco vetorial F.

1. Caso sao encaixados X7 C X3 C ..., prove que X = JX,, é LL

2. Se cada X,, tem n elementos, prove que existe um conjunto LI X =
{z1,29,...} com z; € X, para todo j € N.

3. Supondo E = R™ e as hipdteses em 1. e 2., é verdadeiro que X = |J X,
seja uma base de E?
Corolarios do Teorema 3.1.9

Nos corolarios seguintes n € Ny, particularmente é um nimero, assim finito.
Corolario 3.1.15. Y CE, |Y|>n:=dimFE = Y LD .
Demonstracdo. Como dim E = n existe uma base B de F com n elementos. [
Lema 3.1.16. A dimensao de R ¢ infinito.

Demonstragao. Suponha por absurdo que é finita a dimensao k£ := dimR*>.
Segundo Corolério 3.1.15 para Y = €% e E = R*, como |Y| = || = o0 >
k = dimR*, segue que £ é LD em R*®. Mas £ é LI em R*> segundo
Exercicio 1.3.8. (Alternativamente, como €% é LI em R, £%° deve ser LI em
R segundo parte ¢) do Lema 3.1.3.) Contradigao. O

Corolério 3.1.17. Se um conjunto Y é LI em E, entdo |Y| < dim E.
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Demonstra¢do. Caso dim E = oo: verdadeiro trivialmente. Caso dim E < oo:
escolha para X em Coroldrio 3.1.10 uma base de F para obter |[Y| < dim E. O

Corolario 3.1.18. Suponha X C E tem n :=dim E elementos, entdo
X gera E & X éLIL

Demonstracdo. m = 0. Assim X = (), ambos lados valem automaticamente.

n = 1. Assim X = {v} onde v € E, ambos lados sdo equivalentes a v # O.

n = 2. =" Suponha que X = {v1,...,v,} gera E. Por absurdo suponha que
X é LD. Segundo Teorema 3.1.1 b) um elemento de X, dizemos v,,, é CL de ou-
tros elementos de X. Entdo F = (X) = (v1,...,v,) = (v1,...,0,-1). Qualquer
base B de E tem n elementos pela hipdtese n = dim E — mais elementos como o
conjunto {vy,...,v,—1} gerando E. Entdo B é LD segundo Teorema 3.1.9. Con-
tradi¢do. ’<=’ Suponha que X = {vy,...,v,} é LL. Por absurdo suponha que X
nao gera F. Entao existe u € F nao elemento de (vy,...,v,). Assim o conjunto
aumentado {vy,...,v,,u} é LI segundo Lema 3.1.13. Mas um subconjunto com
mais elementos (n 4+ 1) como a dimensao (n) é LD segundo Corolario 3.1.15.
Contradicao. O

Corolario 3.1.19. Um subconjunto LI com n = dim E elementos € uma base.

Demonstracdo. Tal subconjunto LI gera E segundo Corolario 3.1.18 '<’. O

Lema 3.1.20. Se um conjunto finito X gera E, entdo |X| > dim E.

Demonstragdo. Suponha que X = {vy,...,v,} gera E.

Caso X = {vy,...,v;,} é LI: Entdo X é base e assim | X| = dim E.

Caso X = {vy,...,vm} é LD: Assim X # 0.

Subcaso m = 1: Entdo v = O e E = (v1) = {O}. Assim |[X|=1>0=dimFE.
Subcaso m > 2: Como {v1,...,v,} é LD, pelo menos um elemento, dizemos v,,,
deve ser CL de outros. Iterando até chegamos num conjunto LI obtemos que

E={vi,...,0m) = {(V1,...,0m—1) =+ = {U1,...,0¢)
onde {vy,...,v0} é L1 e £ > 1. Entao {v1,...,v,} =: B é base de E e assim
|X|>¢=|B|=:dimE. O

3.1.3 Escalonamento: Dimensao de um subespago gerado

Aplicamos o processo de escalonar uma matriz a — contetido do curso MA141
e revisado no Apéndice A.2 — para calcular a dimensao do subespaco gerado por
m vetores.

Consideramos m vetores vy, ..., v, do espago vetorial K®. (No caso geral
de um espago vetorial E de dimenséo n use uma base para chegar em K" ~ E.)
Escreve as m listas vy, ..., v, € K" como linhas de uma matriz m x n, ou seja
a1l cee Q1n — U1
a = (aij) =

Am1 -+ Amn <~ Uy
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Escalonamento da matriz a, veja Secao A.2, lida a matriz escalonada aes.. Enu-

mere as linhas nao-nulas de ags. de cima para baixo, dizemos ¢1, ..., 4 .
% % ﬂl
a L L2
e O LA | L

Figura 3.1: Linhas nao-nulas ¢4, ..., /¢4 da matriz escalonada aegc

E fécil checar que estas linhas formam um conjunto LI, com efeito
0 Q1% = a1 =0
0 Q1%+ Quoko = as =0
=aly +agly+ - +aglyg = .

0 c Qg 1*g 1t agxq| = ag =10

Entao {¢1,...,¢;} é uma base do Esp-lin(aes.), qual iguale Esp-lin(a) porque
operacoes elementares ndo mudam o espago linha, veja Teorema A.2.2. Entao

(v1,...,0,) = Esp-lin(a) = Esp-lin(aes.) C K"
é um subespago com base as linhas ndo-nulas {¢1,...,¢4} da matriz acs.
Exercicio 3.1.21. Obtenha uma base para o subespaco F de R* gerado por
v = (1,2,3,4), vy = (3,4,7,10), vy = (2,1,3,5).

Determine a dimensao de F'.

3.2 Existéncia e extensao

Teorema 3.2.1. Seja E da dimensdo finita n € Ny.

(a) Todo conjunto gerando E contem uma base de E. (Ezisténcia de bases)
(b) Todo subconjunto LI é contido numa base de E. (Extensdo de bases)
(¢) A dimensdo de qualquer subespaco de E é < n. (Dimensdo)
(d) Um subespaco F de E da mesma dimensao n € igual a E.

Demonstragdo. LI refere-se a E se nao especificado diferente. (a) Suponha X
gera E. Seja B C X qualquer subconjunto LI (existe como B = () mostra),
entao |B| < dim E =: n segundo Coroldrio 3.1.17. Para k € Ny seja

C,:={BCX|Bélle|B|=k}
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a familia de todos os subconjuntos B C X os quais sdao LI e composto de
k elementos. Seja B, C X um subconjunto LI com o nimero maximo de
elementos. Entdo B, € C; para um ¢ € {0,1,...,n}. Seja B, = {&,...,&}.
Considere as quatro inclusoes (dois deles sendo igualdades)

E=(X) C{(B.)) = (B:) CE.

Consequentemente o conjunto LI B, gera E, ou seja B, é uma base. Resta
justificar as quatro inclusdes. INCLUSAO 1. Pela hip6tese X gera F.
INCLUSAO 2. Parte (ii) de Lema 2.2.3 aplica como X C (B,): Suponha por
absurdo que existe um vetor v € X o qual ndo é CL em B,, ou seja v ¢ (B.).
Segundo Lema 3.1.13 o subconjunto aumentado {1, ...,&,v} de X ainda é LI,
mas contem ¢ + 1 elementos, entao mais como B,. Contradigao.

INcLUsAO 3. Como (B,) é um subespago parte (iii) de Lema 2.2.3 aplica.
INCLUSAO 4. Como B, C X C E parte (ii) de Lema 2.2.3 aplica.

(b) Suponha X C E é um subconjunto LI. Como k := |X| € {0,...,n},

veja Coroldrio 3.1.17, trata-se de um conjunto finito, ou seja X = {vy,...,vx}.
Subconjuntos B C E LI e contendo X (existem como B := X mostra) sdo
compostos de £ elementos para um £ € {k,...,n}. Seja B, um tal subconjunto
com o numero maximo ¢, de elementos. Entdo B, é LI e contem X C B,. Para
B, é uma base de E, resta mostrar que gera E, ou scja (B,) = E:
’C’ trivial como B, C E. >’ Suponha por absurdo que existe um vetor u € E
o qual ndo pertence a (B,), entdo o conjunto aumentado B, U{u} é LI segundo
Lema 3.1.13, contem X porque B, contem X — mas tem mais elementos como
B,. Contradigao.

(¢) Suponha F' é um subespaco de E. Seja B C F qualquer subconjunto LI
em respeito a F' (existe como B = () mostra). Note que B é LI em respeito a
E segundo Lema 3.1.3 ¢). Assim |B| < n := dim F segundo Corolario 3.1.17.
Agora escolha um subconjunto B, C F LI em respeito a F' com o ndmero
méximo de elementos. Como temos visto k := |B,| < dimE =: n. Resta
mostrar que B, é uma base de I (neste caso dim F' = | B,|). Pela escolha B, é
LI em F, entdo basta mostrar (B,) = F":

'C’ trivial como B, C F. D’ Suponha por absurdo que existe um vetor u € F
o qual ndo pertence a (B,), entdo o conjunto aumentado B, U {u} é LI em F
segundo Lema 3.1.13 — mas tem mais elementos como B,. Contradicao.

(d) Seja F' C E um subespago de dimensdo n := dim E. Pela definigdo
de dimensao existe uma base B de F' com n elementos. Como B é LI em
respeito a F, é LI em respeito a E segundo Lema 3.1.3 ¢). Como além disso
|B] = n := dim E o Coroldrio 3.1.18 diz que B gera E. Entao E = (B) = F,
onde a segunda igualdade segue porque B é base de F, entao gera F'. 0

Proposigao 3.2.2. Seja F' um espago vetorial e Fy, Fy subespagos de dimensdes
finitas k, 0. Entao existe uma base finita B do subespago F1+F» de F' que contem
uma base By de Iy, uma base By de Fy, e uma base Bis de Fy N Fy. Vale que
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Demonstra¢do. Vamos denotar de (b),(c) as partes correspondentes do Teo-
rema 3.2.1. O subespago Fy N Fy C F; tem dimensdo finita m (segundo (c)
para E = F}) e assim admite uma base finita Bis = {(1,...,{n} (segundo a
definigdo de dimensdo). Segundo (b) para E = F; o conjunto By — LI em
F1 N F;5 e segundo Lema 3.1.3 LI no superespaco F; — é contido numa base B;
de F}. Analogamente 15 é contido numa base By de Fy. Uma base de F} + Fy
contendo as bases desejadas é

B2
B:= (Bi\ Bi2) UB12U (B2 \ Bi2) = B1 U (Bz \ Bi2) = By U Bs.
Contando elementos obtemos
dim(Fy + F) = |Bl=(k—-m)+m+{L—m)=k+{—m.

Resta checar as duas propriedades de uma base. B gera F}+F5: Os elementos
de Fy + F» sdo da forma f; + fo onde f; € Fy (assim é CL em By) e fo € Fy
(assim é CL em Bs). Consequentemente f1 + fo é CL em By U By = B.

B éLlem F: Seja By = {&1,...,&} e Ba\ Bia ={m,...,n0—m}. Suponha por
absurdo que B é LD, ou seja existem escalares «;, 5; nao todos nulos tal que

ar§y + -t +8im + o F Be—me—m = O.

=—7v1 =v1

N&o todos f3;’s sao nulos (caso contrario B; é LD, contradi¢do). Assim v, €
>\ (F1NFy). De outro lado —vy, entdo vy, é elemento do subespago Fy. Assim
v € (F1 ﬂFg) e v §é (F1 OFQ). Contradi(;éo. ]

Corolario 3.2.3. Sejam F,G C E subespacos de dimensoes finitas, entdo:

Fec—B o {dimF+dimG:dimE

FNnG={0}
Demonstragao. =’ Férmula (3.2.1) usando que a intersegao tem dimensao zero.
<’ Suponha que F NG = {O} e que as dimensoes de F e G adicionam &
dimensao de E. Segundo Lema 2.3.2 a soma F + G é um subespago de F.
Entao F' 4+ G = E segundo Teorema 3.2.1 (d). O

Exercicio 3.2.4 (Subespacos do espago M(n x n) das matrizes quadradas). 2

1. Sejam A,S C M(n x n) os subespacos das matrizes anti-/simétricas.

. o) .

(a) Para cada par (i,7) € {1, - ,n} x {1, o ,n} seja e a matriz n X n
cujos elementos nas posicoes ij e ji sao iguais a 1 e os demais sao
zero. Prove que estas matrizes constituem uma base {eif_} para S.

2 As dimensées para seu controle: 2. dim 7 = n(n + 1)/2
3. ()20 L (n—1)=n2—1 (b)n(n—2)+n=n(n—-1) (c) (n—1)2+n=n%—(n—1)
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(b) De modo andlogo, obtenha uma base {e"} para A.

(¢) Conclua que

n(n+1) dimA = M =1 (3.2.2)

dimS =
im 5 5

Calcule dim S + dim A e lembre-se que dim M(n x n) = n?. Conclua que
M(n xn)=8 @ A.
Antes, no Exercicio 2.3.7, tenhamos obtido uma prova alternativa desse.

2. As matrizes quadradas t = (¢;;) € M(n x n) tal que ¢;; = 0 quando 7 < j
chama-se triangular inferior. Prove que elas constituem um subespaco
T C M(n x n). Obtenha uma base para T e determine a sua dimensao.

3. Obtenha uma base e consequentemente determine a dimensao de cada um
dos seguintes subespagos de M(n X n) as quais sdo composto de

(a) as matrizes a = (a;;) de traco (a soma dos elementos da diagonal)
n
tr :M(nxn) =R, artra:= Za“-
i=1
nulo, ou seja tra = 0;

(b) as matrizes cuja primeira e tltima linha sdo iguais;

(c) as matrizes cuja primeira linha e primeira coluna sao iguais.
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Capitulo 4

Transformacoes lineares

No! Capitulo 4 denotamos de E, F espacos vetoriais
E:(E7+7'7K)v F:(F7+77K)

ambos sobre o mesmo corpo K. Na primeira leitura pense em K = R. As letras
m,n denotam numeros naturais ou zero.

4.1 Exemplos e construcao

Defini¢ao 4.1.1. Uma transformacdo linear (TL), também chamado de
homomorfismo de espagos vetoriais ou operador linear, é uma aplicagao

A:E—F, v~ Alv)=:Av
a qual preserva as operagoes em F e F', ou seja

A(av) = aAv

(4.1.1)
Alv+w) = Av+ Aw

(Linearidade) {

para todos os escalares @ € K e todos os vetores v,w € E. Note-se que nos
lados esquerdos aparecem as operacoes em FE e nos lados direitos aquelas em F'.

Como indicado acima vamos escrever no caso de aplicagoes lineares geral-
mente Av em vez de A(v). Assim Av j4 sinaliza que A é linear. Note-se que

(Linearidade) < A(au+ fv) = cdu+ SAv, Va,B €K, Yu,v € E.
Lema 4.1.2. Seja A: E — F uma TL. Entdo

(i) AO=0 (leva o vetor nulo de E no vetor nulo de F')
(ii) A(—v) = —(Av) (leva inversos em inversos)

LCap. 4 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 11 de julho de 2024
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(iii) A(u—v) = Au— Av
(iV) A(Oclvl + -4 Ozkvk) = o Avy + - -+ apAug (leva CLs em CLs)
para todos os vetores u,v,v; € E e escalares a; € K.

Demonstragao.

(i) A0 = A(O + 0) "™ 40 + AO, entdo AO = O segundo Lema 1.1.5 3b).
(ii) A(=v) + Av " A(—p 4 0) = 40 L 0.

(iii) A(u — v) tinear 4y + A(—v) @ Au — Av.

(iv) Inducao sobre k baseado na linearidade. O

Exercicio 4.1.3. Considere os elementos de R? dados por

Uy = (27 _]-)7 Uz = (17 1)7 uz = (_]-7 _4)7

v = (1,3), Vg = (2,3), V3 = (576)
Decida se existe ou ndo uma transformacio linear A : R2 — R? tal que
Au1 = V1, AUQ = V2, AUg = Vs.

Solugao. Suponha que A é linear. Entao escrevendo uz como CL de u; e ug, ou
seja uz = auy + Pusz, o elemento v3 = Aug deve ser CL de v1 = Auy e vy = Aus
com os mesmos coeficientes. Com efeito

vy = Aug = A(au; + Bus) lin- aAuy + BAus = avy + Bus.

Entao vamos checar se é verdadeiro isso: Determinamos « e S primeiro

e [4]- - [27)

Comparando os primeiros membros obtemos f = —1 — 2. Use isso na com-
paragao dos segundos membros para obter « = +4=—-1—-2a+4 =3 —2a.
Assim o =1 e § = —3. Basta calcular

ot =1 <o 2] =[] 4 [} =

Entao nao existe uma tal transformacao linear A.

Exercicio 4.1.4. Mesma pergunta como no Exercicio 4.1.3 mas a) com vs =
(—5,—6) e b) com v3 = (5, —6).

Exemplo 4.1.5 (Derivagao e convolugao).

(Derivacao) Seja k € N ou k = o0, entdo é linear o operador derivada

D: C*R,R) = C*(R,R), [ f:= %f.
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(Convolugao) Dada uma fungéo continua k: [a,b] x [a,b] — R, Seja k € N ou
k = oo, entao é linear o operador definido por

b
K: C%(a,b],R) - C%(a,8,R), [ / k() () dy.

No caso particular k(x,y) = g(z—y) onde g: [a,b] — R é uma dada funcao
continua o operador K, definido por

)@ = [ ot~ 000y
¢ chamado de convolugao das funcdes f e g, notagao f * g := K, f.
4.1.1 O espago vetorial das transformacgoes lineares
Defini¢ao 4.1.6 (O espaco vetorial L(E, F')). O conjunto
L(E,F):={A| A: E — F transformagao linear}
de todas as transformacoes lineares entre F e F' seja munido das operagoes

+:L(E,F)x L(E,F) — L(E,F) - Kx L(E,F)— L(E,F)
(A,B)— A+ B (o, A) = aA

definidas assim (A + B)v := Av + Bv e (ad)v := a(Av).
Note que A + B,aA : E — F realmente sao lineares. Por exemplo, vale
(@A) (v +w) L (A +w)) "2 a(Av + Aw) "L a(Av) + a(Aw)
e o lado direito é (aA)v + («A)w pela definicao de aA.

Lema 4.1.7. O conjunto L(E,F) das transformacgdes lineares de E para F
munido das operacées '+’ e ’-’ forma um espaco vetorial

E(E7F) = (ﬂ(E7F)>+aaK)
sobre o corpo K. O wetor nulo de L(E,F) é a TL nula O : E — F, v+ 0.7

Demonstra¢do. Deixamos ao leitor verificar os axiomas na Defini¢ao 1.1.19. O

Definicao 4.1.8 (Operadores lineares em E). No caso F' = E os elementos de
L(FE):= L(E, E) sao chamados de operadores lineares em E e o operador

I=Ig:FE—E, v~ (4.1.2)

é chamado de operador identidade em F.

2 o primeiro O é O, (E,F) € o outro OF; para legibilidade néo escrevemos demais subscritos
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4.1.2 Isomorfismos
Isomorfismo e inversa serao tratados com mais detalhes na Secao 6.4.

Definigao 4.1.9 (Isomorfismo). Um isomorfismo entre espagos vetoriais E e
F é uma transformagao linear (homomorfismo) 7' : E — F tal que a aplicagao

injetiva & Tu=Tv=>u=v
T:FE — F é bijetiva & e
sobrejetiva & Yo e F Jue E: Tu=vw

Se existe um isomorfismo entre E e F' dizemos “FE e F' sdo isomorfos” e escre-
. T , .
vemos E ~ F, ou ainda E ~ F para destacar quem é o isomorfismo.

Defini¢ao 4.1.10 (Inversa). Uma transformagéo linear A: E — F é chamado
de invertivel caso existe uma transformacao linear B: F — FE tal que valem
as duas condicoes AB = Ir e BA = Ig. Neste caso B é tinico e chamado a
inversa de A, sfmbolo A™! := B.

Comentario 4.1.11. Dado um isomorfismo T : E — F', definimos a aplicagao
S:F—E, f—wv

onde v € E ¢é o unico vetor tal que Tv = f; encontraremos em (6.4.1). Pode
checar que S é linear e bijetiva, ou seja um isomorfismo, e que S é a inversa de T'.

A composicao BA de dois isomorfismos é um isomorfismo e sua inversa € a
composicao das inversas — mas na ordem oposta

(BA)™'=A7'B™L (4.1.3)

4.1.3 Construgao de transformacgoes lineares

Uma base ordenada é uma base B = {£1,...,£,} cujos elementos sdo enum-
erados, alternativamente escreve-se na forma de uma lista ordenada (&3, ...,&,).
Proposicao 4.1.12. A fim de definir um homomorfismo A € L(E,F) basta
escolher as imagens de uma base (ordenada) B ={&,...,&,} de E:
EXISTENCIA. Escolha uma lista f := (f1,..., fn) de n:= dim E elementos f;
do contra-dominio F, repeticdes nao excluidas, e defina

Afgj = fj7 ]:1,,77, (*f)

Entao extende Ay ao E inteiro usando (Linearidade): Dado u € E, exprime u
em respeito a base B na forma u = Z?Zl o€ onde os escalares a; sdo unicas
- sdo as chamadas coordenadas do vetor u, veja (3.1.1). Defina

Af'l.t = Zajfj :f ZajAffj. (414)
j=1 j=1

UNICIDADE. Se B € L(E, F) satisfaz (xy), levando os &; nos f;, entio B = Ajy.
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Demonstra¢do. Deixamos ao leitor a tarefa simples de checar que Ay definido
acima ¢é linear, ou seja Ay € L(E, F), e é unicamente determinado por (x¢). O

Note-se que Ay nao sé depende da escolha dos elementos f; de F, mas
também da escolha da base B de E. Por isso as vezes escrevemos
Af = Ay
Exercicio 4.1.13. Mostre: os membros da lista f = (f1,..., fn) € F*"
a) s@o vetores LI & Ay ¢ injetivo ;
b) geram o espago vetorial I < A é sobrejetivo;

¢) formam uma base de F’ < Ay é um isomorfismo (e dim F = dim F').

Teorema 4.1.14. Seja dim F finita e B = {&1,...,&,} uma base de E, entio

U =Ug: F*" - L(E,F)

oA, (4.1.5)

é um isomorfismo. Lembre-se de (x5) que Ay € determinado por As&; == f;.

Demonstra¢do. Segundo Proposigao 4.1.12 é suficiente avaliar TLs numa base.

LINEAR. Segue de Anf134&5 := (af + B9); = af; + Bg; =: A& + BAGE;.
INJETIVO. Suponha Ay = A,. Entao f; =: Ay§; = Ay&; := g; para todos os j.
SOBREJETIVO. Dado B € L(E, F), defina f; := BE;, Vj. Assim Ay = B. O

Lembre-se do Exercicio 3.0.15 que dim F'*" = n dim F'. Vamos ver no futuro,
em Corolario 6.4.9, que isomorfismos preservam dimensoes — o que implica

Corolario 4.1.15. dim £L(E,F) = dim F*" = dim F - dim F.

Exercicio 4.1.16. Mostre que dim L(R",R™) = dimM(m x n). Dado um
corpo K entao vale analogamente que dim £(K", K™) = dim M(m x n; K).

Comentario 4.1.17 (Extensao de TLs). Suponha que em vez de uma base de
E s6 temos um subconjunto LI U C E de k elementos U = {&,...,&}, em
particular k = |U| < dim E =: n. Note-se que U é uma base do subespaco (U)
gerado por U. Seja f = (fi,..., fr) € F** uma lista com k := dim(U) = |U|
membros. Proposigao 4.1.12 diz que isso determina unicamente uma TL injetiva

AL ED Uy F, AY¢ = f (j=1,...,k).
Entao existe uma transformagao linear
AL B~ F

extendendo A?, ou seja A? restrito a (U) é Alf. Para construir a extensao

1) estende-se o conjunto LI i a uma base B de E usando o Teorema 3.2.1 (b) e
2) apensa-se a lista f mais n — k membros.
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4.1.4 O espago dual

Definicao 4.1.18 (O espago dual E*). No caso F' = K o espago E* := L(E,K)
é chamado de espago dual de E. Chama-se os elementos ¢ € E* de funcionais
K-lineares em E ou, no caso K = R, funcionais lineares.

Definigao 4.1.19 (A base dual B*). Na dimenséao finita uma base ordenada
B = {&,...,&,} de E induz uma base de E*® a chamada base dual B* :=
{¢1,...,¢n}. Como transformagao linear, cada um membro ¢, : £ — K é
determinado pelos valores numa base (Proposi¢do 4.1.12) e a escolha seja essa

1 ,i=j
¢i(&5) =05 == {0 ey (4.1.6)
onde chama-se d;; o simbolo de Kronecker. Equivalentemente
¢i(0¢1€1 + -+ anfn) =y (417)

para ¢ =1,...,n. Note-se que dim F = n = dim E*.
Lema 4.1.20. A base dual B* = {¢1,...,¢n} € base de E* ¢ dim E* = dim E.

Demonstracdo. Bem definida: Deixamos ao leitor verificar que os membros
¢;: E — R definidos por (4.1.7) sdo lineares. Gera: Dado ¢ € E*, denotamos
as imagens dos membros &; da base B de (; := 9¢;, entao S1¢1 + ... Bundn = .
Com efeito, escrevendo F > v = a1&1 + . .., @&, como CL na base B, obtemos

Y(v) = Y€y + - + any)
=a1¥(&1) + -+ anp(€n)
=ai1f1+ -+ anfn
=¢1(v)B1 4 4 (V) Bn
= (51(151 + -+ /Bngbn) v.

LI: Suponha que 101 + -+ - + Bndn = O. Segundo (4.1.6), avaliando no vetor
& obtemos f; = 0, avaliando em &, ..., &, obtemos 2 =0, ..., 8, = 0. O

Exercicio 4.1.21. A expressdo geral de um funcional linear ¢ : R® - R é
d(x,y,2) = ax + by + cz
onde a, b, ¢ sdo numeros reais determinando ¢. Dados os elementos
u=(1,2,3), v=(-1,2,3), w=(1,-2,3),

de R3 determine a, b, ¢ de tal modo que se tenha ¢gu =1, v =0 e pw = 0.*

3 Errado na dimensio infinita. Porque? Relembre-se que CL’s sdo somas finitas.

4 A resposta para seu controle: a = —%, b= i, c=0.
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Exemplo 4.1.22 (Funcionais lineares ¢, € E*). Seja E = C°([a, b]) o espago
vetorial real® das funcoes continuas f: [a,b] — R neste intervalo.

(Integracao) A funcio ¢ : E — R definida por

or)= [ yaa
¢ linear e assim ¢ € E*.
(Avaliacao) Dado um ponto zg € [a,b], a fungdo ¢ : E — R definida por
¥(f) = flxo)

é linear e assim ¢ € E*.

4.2 Matrizes

Matrizes sao transformacoes lineares

Para ver isso escolhemos uma matriz a € M(m X n;K) e consideramos a
aplicacao
a: K" - K™, xw ax

a qual leva uma lista z € K™ para a lista definida pelo produto matriz

T
a1l ... Gip . 1171 + -+ A1p Ty,

aml .-+ Omn . Am1T1 + -+ Gy Ty
Tn

Lembrando a notagéo a,; para colunas introduzido em (1.2.3), continuamos

a11 A1n .

= ot = (A, ae) | (4.2.1)
1 mn :
QAel QAen n

No ultimo passo definimos uma nova notagao a qual vai ser bem 1til. O simbolo
que usamos quer lembrar o produto matriz, para nao precisamos memorizar
mais uma férmula. Na nova notagdo é facil ver que alax + fy) = aazr + Say
mostrando que a: K™ — K™ ¢ linear, entdao a € L(K™, K™).

5 'real’ indica que o corpo sio os ntimeros reais R
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Comentario 4.2.1 (Espago-coluna e -linha). A imagem de uma matriz
Im(a) := {ax | z € K"} = Esp-col(a) C K™, aeM(imxnK) (4.2.2)

é igual ao espago-coluna como (4.2.1) mostra. Como Esp-col(a) e Esp-lin(a) sido
fechados sob adigdo e multiplicacdo, sdo subespagos de K™ e K”. As dimensdes

pc(a) := dim Esp-col(a) = dim Im(a), pl(a) := dim Esp-lin(a), (4.2.3)
sao chamadas de posto-coluna e posto-linha da matriz a.
Teorema 4.2.2 (Postos linha e coluna sdo iguais). pl(a) = pc(a) = dimIm(a)

Demonstrag¢ao. Seja a uma matriz m x n. '<’ Seja p := pc(a) a dimensao do

espago coluna e X = {{1,...,&,} uma base ordenada dele. Usamos a notagéo
bie
&=
bmf

Assim cada uma coluna a,; é CL em X com coeficientes dnicos ¢;; € K, ou seja

p
a1j 21 bece;

P
=taej =&1015 + 0+ §pcpj = Z&% -
=1

= P
Q5 Zé:l bmfcéj

Isso mostra que a ¢j-ésima entrada da matriz a é dada por

D
aij = E biece;
=1

Usamos esta férmula para ver que a i-ésima linha

Aje = [ail oo ain] = [Z?:l biECZI cee 2157:1 bifcfn]
p
= Z bie [Cu s Cén}
=1 —

=:n¢€Esp-lin(a)

¢ CL das listas n1,...,m, de n escalares cada uma. Assim Esp-lin(a) é contido
no subespaco Y gerado pelo conjunto Y := {nx | k = 1,...,p}. Note que Y
contém no maximo p elementos (< p no caso de dobros). Assim

pl(a) := dim Esp-lin(a) < dimY < |Y| < p =: pc(a)

A primeira desigualdade segue de Teorema 3.2.1 (c) e a segunda de Lema 3.1.20.
">’ Usando ’<’ para a transposta obtemos pc(a) = pl(a) < pc(a’) = pl(a). O
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Acima temos verificado que cada uma matriz m x n é uma transformacao
linear K™ — K™. E vice versa?
Escreve as colunas de uma matriz a como lista, ou seja fa = (Qe1,...,3en).
n ) ) )
Agora considere o operador linear Ai definido em (4.1.4) e defina a aplicagao

M(m x n;K) = LK™, K™), ar— AF (4.2.4)
onde " = {eq,...,e,} é a base candnica de K™. Note que A?: = a, com efeito
A‘}:;Lei (*éﬂ)a.i:aei, i:l,...,n

e entao lembre-se de UNICIDADE em Proposicao 4.1.12.

Como a aplicagao a — a é obviamente linear e injetivo, sé falta sobrejetivo para
ser um isomorfismo. Dado A € L(K™ K™), coloque as listas Aey, ..., Ae, €
K™ como colunas de uma matriz, notacio [A].° O leitor pode verificar que
esta matriz [A] é levado ao operador A, em simbolos A‘;{;] = A. Isso prova
sobrejetividade.” Deixa nos formalizar esta ideia no seguinte.

Transformacoes lineares representadas como matrizes

Como temos visto acima uma transformacao linear A : K® — K" corres-
ponde naturalmente, utilizando as bases canénicas®

5"2{61,...,en}7 gm:{E17...7Em},

a uma matriz [A] € M(m x n;K). Com efeito, seja [Ae;]e, € M(m x 1;K) o
vetor coordenada do elemento Ae; € K™, veja (3.1.2). Usando estes vetores
coordenadas como colunas de uma matriz obtém-se

A = [Algn g = [Aerlgn - [Aenlgn] € M(m x n;K)

chamado de matriz da transformacgao linear A: K® — K™ em respeito
as bases canonicas.

O caso geral de associar uma matriz a a uma transformacéo linear A: £ — F
entre espagos vetoriais munidos de bases ordenadas U = {&1,...,&.} e V =
{m,...,nm} vai ser investigado em grande detalhe na Secao 5. Sim, as colunas
de esta matriz serdo os vetores coordenadas (3.1.2), com efeito vamos definir

a= [A}z/{,v = [[A&],, ... [A&],] € M(m x n; K).
Proposigao 4.2.3. A aplicagdo entre espagos vetoriais definido por
1 =[len em : LK, K™) = M(m x n; K
[ = [len gm + LK™, K™) ( ) (4.25)
A [[Aet]gm - [Aen]om]

€ um isomorfismo entre espagos vetoriais.

6 Verifique que os membros da lista Ae; sido as entradas do vetor coordenada [Aei]gm -

7 Alternativamente, vamos ver em mais em frente que, como as dimensdes sdo iguais e
finito, injetividade de uma TL é equivalente a sobrejetividade (Coroldrio 6.5.2).

8 Para evitar confusdo usamos letras maidsculas para os elementos de E™ = {E1, ..., En}.
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Demonstragio. Checar linearidade é rotina. Injetivo. Se as matrizes [A] = [B]
sao iguais, os vetores coordenadas [Ae;]c, = [Bej]gm sao iguais, e assim as
imagens Ae; = Be; dos elementos da base sao iguais. Assim A = B segundo
unicidade em Proposicao 4.1.12. Sobrejetivo. Dado uma matriz a, entao a
matriz do operador A?:, veja (4.2.4), é a. O

Exercicio 4.2.4. Mostre que as entradas a;; da matriz a := [A] satisfazem
Ae; = Eyayi+ -+ Epapm; =: EMae,;
para cada um elemento e; da base £" e onde £™ = {Fy,..., En}.
Exemplo 4.2.5. Seja A € L£(R?* R?) determinado por
A(1,1) = (1,2,3) e A(-1,1)=(1,1,1).

Pede-se a matriz a de A relativamente as bases candnicas.

Uma solugao. Denotamos de £2 = {ej, e} e €3 = {E, Ea, B3} as bases
canodnicas. Precisamos escrever Ae; e Aes como CL’s dos vetores 4, Eo, 5 e
colocar os coeficientes como colunas da matriz desejada. Sabemos que

A(]., 1) = (1,2,3) - (1,0,0) + (072,0) + (070,3) - l:l + 2/1_) + :;/'j;;
A(1,1) = A((1,0) + (0,1)) = A(e1 + e2) = Ay + Acs

A(=1,1) = (1,1,1) = (1,0,0) + (0,1,0) + (0,0,1) = £, + E + E
A(=1,1) = A((=1,0) + (0,1)) = A(—ey + €3) = — Ay + Acs.

Assim temos 2 equagoes lineares inomogeneas para as 2 incognitas = := Ae; e
y := Aeg, com efeito

r+y=F+2FE;+ 3F;3
—r+y=FE +Ey+E;

Aplicamos escalonamento, adicionando a primeira equacao para a segunda ob-
temos 2y = 2E7 4+ 3F5 + 4F3 e assim a CL

y=FE+3FE;+2F3

cujas coeficientes formam a segunda (y := Aes) coluna da matriz a := [A]. Use
na primeira equagao para receber os coeficientes da primeira coluna, ou seja

& =—y+ (E1+2E; + 4F3) = 0E) + 3E; + 1E3.

Entao a matriz é a seguinte

a=[4] =

—= O
DO MW =

Com certeza, vai ter outros caminhos como resolver. Acima vemos um.
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Exercicio 4.2.6. Tem-se uma transformacéo linear A : R2 — R* tal que
A(1,2)=(1,1,1,-1) e A(3,4)=(1,1,1,1).
Pede-se a matriz a de A relativamente as bases candnicas.

Exercicio 4.2.7 (Vetores linha e coluna). a) Mostre que a matriz de um fun-
cional linear ¢ € (R™)* := L(R™,R) é uma linha (matriz 1 x n) da forma

[o] = [per ... wen].

b) Mostre que a matriz de uma reta no R™ passando a origem, ou seja R €
L(R,R™), é uma coluna (matriz n x 1) da forma

Ry
[R]=| :
Rn
onde de Ry, ..., R, denotamos os n membros da lista Re; € R™ onde e; = (1).

Lema 4.2.8 (Na dimensao 1 operadores correspondem a escalares). Seja
dimFE =1 e A € L(E), entao existe um tnico escalar « € K tal que o operador
corresponde a multiplicagao com «, em simbolos A = alg.

Demonstragao. Pegue um elemento ndo-nulo £ € E. Entao B := {{} é uma
base de E: Com efeito é LI como £ # O, segundo Comentério 1.3.4 (ii), mas LI
é equivalente a gera segundo Corolério 3.1.18. Como B é base com um elemento
6, todo elemento de E é uma CL em {{}, assim um multiplo escalar de £ com
coeficiente inico. Entao F 5 A = a& para um tdnico a € K.

Analogamente todo w € E é da forma w = A{ para um tnico A € K. Segue que

Aw = A(ANE) = MNAE = M) = (M) = (M) = a(XE) = aw = algw

onde usamos varios axiomas do espaco vetorial. Isso prova que A = alg. O

4.3 Dimensao dois — o plano

No plano IT queremos estudar trés tipos elementares de transformacoes line-
ares, nomeadamente

e rotacdo Ry por um angulo # em torno de um centro O no plano;

e projecao ortogonal Py sobre uma reta L no plano;

e reflexao Sy, em torno de uma reta L no plano.

Mas o plano II é composto de pontos... Como pode-se dar IT a estrutura de

um espago vetorial sobre o corpo dos nimeros reais R? Como pode-se adicionar
pontos ou multiplicar por niimeros? Nao da.
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Figura 4.1: Sistema ortogonal de coordenadas OXY no plano II

Mas pode-se adicionar flechas v no plano se consideramos iguais todas as fle-
chas do mesmo comprimento e direcao, veja Exemplo 0.0.1. Mais detalhado duas
flechas sao consideradas iguais se formam os lados opostos de um paralelogramo
no qual os outros dois lados conectam, respectivamente, os dois pontos iniciais
e os dois pontos terminais. Multiplicagdo de uma flecha v com um nimero real
«a muda o comprimento pelo fator a, trocando a direcao caso a < 0 é negativo.
Adicionamos duas flechas pondo no ponto termino da primeira flecha o ponto
inicial da segunda, veja Figura 1 na introduc¢ao do manuscrito.

Definicao 4.3.1 (O espago vetorial 1o das flechas no plano de ponto inicio O).
Para eliminar a complicacao que, dado uma flecha v, todo ponto p € II nos da
uma flecha equivalente (escolhendo p como ponto inicio), vamos fixar um ponto
do plano, notacao O € II. Neste caso todo ponto p € II representa uma flecha
s0: por definigao a flecha correndo de O a p. Vice versa, cada uma flecha em II
é equivalente a uma iniciando no ponto O. Seja

IIp = (I1, 0)

o conjunto das flechas no plano II com ponto inicio O. Identificamos tal flecha
com seu ponto termino p € II. Escrevendo p € II significa que p é um ponto do
plano, escrevendo p € Il significa que p é a flecha correndo de O a p. Para Ilp
pode-se verificar os axiomas de um espaco vetorial real sob multiplicacao escalar
ap definida como mudando o comprimento da flecha com ponto termino p pelo
fator a € R e adicao p + ¢ definida pelo paralelogramo gerado, veja Figura 4.3.

Comentario 4.3.2. Note-se que sao em bijecao o conjunto Il das flechas no
plano II iniciando no ponto O e o conjunto F' no Exemplo 0.0.1 cujos elementos
sdo flechas v no plano junto com todas flechas equivalentes a v. Adi¢do e mul-
tiplicacao escalar coincidem. Assim os espacos vetoriais F' e I sao isomorfos.

Comentario 4.3.3 (Sistema de coordenadas Cartesianas OXY'). Escolhendo
no plano IT dois eixos OX e OY ortogonal um ao outro, notacdo OXY', recebe-
mos uma bijecao linear

Mo = R?, pw (z,y)
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como definida em (0.0.1) e ilustrada na Figura 4.1. Tal escolha OXY é chamado
de sistema de coordenadas Cartesianas ou ortogonais.

4.3.1 Rotacoes

Seja [1p o plano IT junto com um ponto O € II fixado. Suponha que podemos
medir distdncia no plano, assim angulos — através de comprimento de arco —
entre semi-retas do mesmo ponto inicial. Para os elementos p € IIp (pontos do
plano interpretado simultaneamente como flecha de O ao ponto), denotamos de

e (), o circulo com centro O e passando p, veja Figura 4.2;
e /, a semi-reta iniciando em O e passando p (se p = O seja o = {O});

e /,(0) a semi-reta obtida pela rotagao de ¢, em torno O pelo dngulo 6 no
sentido contra-horario.

L(6) v

AP N 9 aﬂ/auo

Ce

Figura 4.2: Rotacao Ry no plano II em torno do ponto O por um angulo 6

Definicao 4.3.4 (Rotacdo). A aplicacao definida por
R91H0—>Ho, prp(e)ﬂCp
é chamado de rotagao no plano II em torno de O por o angulo 6.

Comentario 4.3.5 (Preservagao de comprimento e dngulos). Como o resultado
da rotagao ¢é localizado no mesmo circulo a distancia de O fica constante. O
angulo ¢ entre duas flechas p, q € Ilp fica constante se aplicamos a rotagdo Ry
pelo mesmo angulo # em ambas flechas, veja Figura 4.3.

Lema 4.3.6. Dado um dangulo 0, a rotacdo Ry : Illp — Ilp € linear.

Demonstracdo. Lembre que os elementos p € Ilp sao pontos do plano visto
como flechas de O a p. O comprimento da flecha ¢é a distancia dos pontos p e O.
Dado p, denotamos ambos, comprimento da flecha e distancia de O, com
o sfmbolo |p].

PRESERVAGAO DE COMPRIMENTO = MULTIPLICATIVO. Dado um ponto p e um
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f@? I ,_q

.990 '
F

Figura 4.3: Preservacao de angulos

escalar & € R. Se p = O ou a = 0 temos Ry(ap) = Ry(O) = O = aRy(p). Seja
entdo p # O e o # 0. Segundo preservacao de comprimento obtemos

Bolop)] _ op] _ ) eniéo |Ry(ap)| = +alRo(0)

|Ro(p)|  Ipl
onde o sinal em +/ — « depende se « é positivo/negativo.

Resta eliminar os absolutos. No caso o > 0 os pontos ap e p estao na mesma
semi-reta, mas rotacgao preserva esta propriedade, assim Ry(ap) = aRy(p). No
caso a < 0 os pontos ap e p estao em semi-retas opostas. Rotagao também
preserva esta propriedade, assim Rg(ap) e Ry(p) s@o multiplos negativos um do
outro. Como |Ry(ap)| = —a|Rg(p)| segue que Rg(ap) = aRg(p).
PRESERVACAO DE ANGULOS = ADITIVO. Dado pontos p,q, considere o pa-
ralelogramo definindo a soma p + ¢. Aplicando a rotagdo sabemos que Rygp e
Rpq formam o mesmo angulo como p e q. Entao o paralelogramo gerado por
Rop e Ryq resulta daquele gerado por p e g através de aplicar Ryg. Mas assim
a diagonal Ryp + Rpq resulta de aplicar Ry a diagonal p + ¢ do paralelogramo
original, em simbolos Rgp + Rgq = Ro(p + q). O

A matriz da rotagao num sistema ortogonal de coordenadas

Conforme a defini¢do de eixo, veja Comentéario 0.0.3, o vetor unitario no
eixo OX ¢ a flecha correndo de O ao ponto X, notacao FEj. Analogamente
denotamos de E5 o vetor unitario no eixo OY

Por definigdo a matriz rg da rotagdo Ry em respeito a base £ := {E1, Eq}
contem como colunas os coeficientes (veja Figura 4.4) de

RyE1 = E1cosf + E5sinf, RyE> = —F;sin6 + E5 cos 6.

Lema 4.3.7. A matriz da rotagcao pelo angulo 6 é a matriz real

cos —smﬂ ’ (4.3.1)

rg = [Rylg ¢ = Line cos

Lembramos que o sistema ortogonal de coordenadas disponibiliza uma cor-
respondéncia IIp ~ R? na qual a base {E;, F2} corresponde & base canonica
&% = {e1,e2}. Obviamente é mais confortavel trabalhar com as listas de R?
como com as flechas de IIp. Assim vamos trabalhar no futuro com R2.
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K
—EI-S/LQ E/

Figura 4.4: Rotagao do vetor unitario — coeficientes formam coluna 2 da matriz

4.3.2 Projecao ortogonal sobre uma reta

Trabalhamos no plano identificado com R? mediante um sistema ortogonal
de coordenadas.

Definicao 4.3.8 (Projecao ortogonal). Seja a € R uma constante e seja L, :=
R(1,a) a reta no R? passando a origem O = (0, 0) e o ponto (1, a) como ilustrado
na Figura 4.5. Para um elemento v € R? seja (L,): a reta ortogonal a L, e
passando o ponto v. Entao a aplicagao que leva v a intersecao das duas retas

P="P,, :R? 5 R% v Ly (Ly)E (4.3.2)

v

é chamado de projecao ortogonal sobre a reta L.

Lema 4.3.9. A projecdo ortogonal P = Pr,, : R? — R? ¢ linear.

Demonstra¢cdo. MULTIPLICATIVO. Similarmente como na prova de Lema 4.3.4
discrimina-se trés casos a < 0, (& =0 ou v = O), e a > 0. Vamos tratar o caso
a > 0 e deixar os outros ao leitor. Para oo > 0 e v # O obtemos

ol _ Jovl _ ol
|Pv| |Pav| |Paw|

onde temos usado o Teorema do Raio na primeira igualdade. Como |v| # 0
segue, cortando |v|, que |Pav| = a|Pv|. Como Pav e Pv sdo elementos da

Figura 4.5: Projecao ortogonal P sobre a reta L,
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mesma (o > 0) semi-reta de Ly, obtém-se Pav = aPuv.
ADITIVO. A identidade P(v 4+ w) = Pv + Pw resulta da Figura 4.6. O

Figura 4.6: A identidade P(v + w) = Pv + Pw

A matriz da projegao ortogonal

Trabalhamos no plano identificado com R? mediante um sistema ortogonal
de coordenadas.

Lema 4.3.10. A matriz da proje¢do ortogonal sobre a reta L, é dada por

Demonstragao. Lema C.4.1 O

4.3.3 Reflexao ortogonal em torno de uma reta

Trabalhamos no plano identificado com R? mediante um sistema ortogonal
de coordenadas.

Definicao 4.3.11 (Reflexao ortogonal). Dado a € R, a aplicagao definida assim

S =5, :R* - R?

4.3.3
v v+ 2(PL,v—v)= (2P, — v ( )

é chamado de reflexao em torno da reta L,. Note que S = 2P — I é linear.

Use Proposicao 4.2.3 e a matriz de P para obter a matriz da reflexao em
torno da reta L., com efeito

1 1—a? 2a

Sq ‘= [SL‘J:BPL“—I}:QPQ_HZW 2, —(1—0,2)

(4.3.4)

Exercicio 4.3.12 (Rotagao, projecao, reflexao).
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N\t 0N+ Py

Figura 4.7: Reflexao S = 2P — I em torno da reta L,

1. Sejam R,P,S € L(R?) respectivamente a rotacdo de 30° em torno da
origem, a projecao ortogonal sobre a reta y = %x (notagao L%) e a reflexao
em torno da mesma reta.

Dado o vetor v = (2,5), determine suas imagens Rv, Pv, Sv.

2. Considere os operadores lineares R? — R? dado por
R = R3oe, S = SL,, P=Pp,.

(a) Mostre que se tem PS = SP = P.

(b) Verifique a igualdade RSR = S.

(¢) Mostre que R nao comuta com S nem com P.
)

(d) Determine todos os vetores v tais que RPv = 0 e também todos v
tais que RPv # 0.

3. Encontre a, b, c,d € R tais que o operador

A:R%Z 5 R?
(z,y) = (az + by, cx + dy)

tenha como ntcleo a reta y = 3x.

4.4 Ap.: Produto de transformacoes lineares
Sejam F, F, G, H espacos vetoriais sobre um corpo K.
Definicao 4.4.1. A composicao de transformacoes lineares da forma

o: L(E,F) x L(F,G) — L(E,G)
(A,B) — BA

onde BA := Bo A é definido como v — B(Av), é chamado de produto de
transformacoes lineares compativeis.
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Exercicio 4.4.2 (Bem definido). Mostre que BA: E — G é linear.

Comentario 4.4.3 (Propriedades do produto “composigao”). Para trans-
formagoes lineares compativeis A, B, C' e escalares a € K vale o seguinte.

(Associatividade) (CB)A = C(BA)
(Distributividade & esquerda) (B+C)A=BA+CA
(Distributividade & direita) C(A+B)=CA+CB
(Elemento neutro da esq./dir.) IpA=A=Alg
(Homogeneidade) B(aA) = aBA

O produto de transformagoes lineares em E, ou seja
o: L(E,E)x L(E,E) = L(E,E), (A, B)— BA
generaliza o produto de ntimeros observe que L(R,R) =R
LR,R) x L(R,R) — L(R,R), (a,b) — ba = ab.
Enquanto umas propriedades uteis sao perdidas, umas novas sao ganhadas.

Comentario 4.4.4 (Diferencas ao produto entre nimeros).

(Comutatividade)” Pp,Rejs # RejaPr,
(ei-da-eorte) Pp, P, =P, =PI # P, =1
(Iaverso-multiplicative) !0 AQe LR?): QPp, =1
(Nilpotentes) a:= {8 (1)] # {8 8} =:0mas a’=0
(Mais raizes) S:=8p, #+I mas §?:= 55=1

9 Com v = (,y) obtemos Pr, Ry/ov = % B B Zyj # % {7;x++yy)} =Ry 2Pp v

10 Suponha por absurdo QPr, = 1. Entao Pr,, = QPr,Pr, = QPr, = I. Contradigao.



Capitulo 5

Matrizes de transformacoes
lineares

Na! dimensdo finita consideramos uma transformacao linear
A:E—F
entre espagos vetoriais sobre um corpo K. Denotamos o operador identidade de
Ig:EFE—FE, v—v

eoem F de Ir, veja (4.1.2). Agora serd muito util escrever uma base ordenada
na forma de uma lista ordenada. Sejam U = (&1,...,&,) e U bases ordenadas
de EeV=(n,....,0m) € V de F. Nas sequintes se¢oes vamos estabelecer e
provar os detalhes da seguinte diagrama comutativo?

a:=[A]
[v],, K" e K™
u v
pi=[Isly g |~ E—aAa——F ~la=[Irly, 5  (5.0.1)
u %
p [U]Z/{ = [U]Z; Kn 5':[14] o Km
. u,v

No diagrama p é a chamada matriz de passagem da base U de E para U. Ela
leva, dado v € E, o vetor coordenada [v];, em respeito a base U ao vetor coorde-
nada [v]; em respeito a base U. Além disso a é a matriz da transformacgao
linear A : F — F em respeito as bases U do dominio e V do contra-dominio.

LCap. 5 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 11 de julho de 2024

2 Comutatividade significa que caso entre dois espacos vetoriais no diagrama tem dois ca-
minhos de flechas, entdo ndo importa o qual usamos. Note que a flecha de um isomorfismo '~’
também existe na dire¢do reversa (no diagrama sé mostramos uma flecha para simplicidade).

61
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Comentério 5.0.5 (Interpretacio da parte triangular esquerda do diagrama).
Sejam U, U, e W bases do espaco vetorial E da dimensao n. Sejam

p: a matriz de passagem de U para u

r: a matriz de passagem de u para W
Vamos entender nesta segao que sob estas hipdteses vale o seguinte

rp é a matriz de passagem de U para W

p ' ¢ a matriz de passagem de U para U

5.1 Bases induzem isomorfismos

Definigao 5.1.1 (Um simbolo com duas significados). Usamos o mesmo simbolo
para a base ordenada e para o isomorfismo determinado pela: Escrevemos

U: K" E, z— Uz

para a transformagao linear determinada pela base U = (3, ...,£&,), ou seja
ia1
Uz = (El7"'7£n) = £1I1+"'+£nxn ek. (511)
Ty =v

Obviamente a aplicacao U : K® — E é linear. Ela é injetiva como a base U
¢ LI (Corolério 3.1.2) e sobrejetiva como B gera E.

Portanto U : K* — E é um isomorfismo (simbolo ~).

No caso E = K" a base canénica £" produz o operador identidade €™ = Ign.

Seja U = (&1,...,&,) uma base ordenada de E. Dado v € E, entdo x :=
U1y € K™ é o vetor coordenada [v],, de v em respeito & base U introduzido
em (3.1.2): Com efeito como B é base exprime-se v como CL dos elementos de
B com coeficientes unicos x;, ou seja v = {121 + -+ + {pxy, =: Uz, Assim

1
U o= |1 | =[], K" (5.1.2)

Tn

O isomorfismo Y~1 : E — K" é chamado de sistema de coordenadas em F.
No caso de E = K" com base canonica U = & abreviamos [v] := [v],.
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5.2 A matriz em respeito a uma base

Dado uma transformagao linear A € L(E, F') e basesU = (&1,...,&,) de E e
V= (m,...,nm) de F, entdo podemos representar os elementos A¢; € F' como
combinacao linear na base V com coeficientes a;; € K tnicos. Com efeito

‘Aé.] =TMai; + -+ N Qmy- ‘ (521)

Note como pela nossa definicao o indice do vetor 7; coincide com o primeiro
(mais perto) indice do escalar a;; o qual escrevemos atrds do vetor.

Defini¢ao 5.2.1. Os escalares a;; definidos por (5.2.1) formam uma matriz
m X n chamada de matriz de A em respeito as bases U e V, simbolo

a1 . A1n
[Alyy=a=lagl=1|: = |. (5.2.2)

am1 --. Amn

No caso £ = F e U =V abreviamos [A];, := [A];,,.
No caso B = F =K" el =V = £ abreviamos [A] := [A4]¢ ..

Comentario 5.2.2 (Colunas sdo os vetores coordenadas das imagens da base).
Note-se que a matriz a tem como colunas

ayj
Aej = = [Afj]v

Qmj
os vetores coordenadas das imagens A¢;, ou seja
[Alyy = [[Aﬁl]v e [Afn]v] = [Ae1 ... 2en] = a.
Exercicio 5.2.3. Seja & C R? a base canonica e A: R? — R3 determinado por

Aeqp = 2e1 —eg —e3
A62 = —e1 + €9 (523)
A63 = —€1 + e3.

Considere a base ordenada V := (e1, €1 + e3, €1 + e2) e determine a matriz a :=
[A]g v. (Vamos reencontrar A nos Exercicios 5.4.8 ¢ 6.6.3.)

Exercicio 5.2.4 (Identidade I = I'g). Mostre que a matriz da identidade
L)y ==y =1 (5.2.4)

sempre é a matriz identidade se usamos a mesma base U para o dominio e o
contra-dominio de I: £ — E.
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Exercicio 5.2.5 (Homotetias al). Seja E um espago vetorial sobre R de di-
mensdo n < oo. Suponha que A € L(FE) ndo seja um miiltiplo do operador
identidade: A # al, para todo « € R.

1. Mostre que existem bases de E do tipoUd = (u, Au,...) eV = (v,24v,...)
tais que as matrizes [A]y e [A]y de A sdo diferentes.

2. Conclua que as homotetias (miltiplos ol do operador identidade) séo
o0s unicos operadores cuja matriz nao depende da base escolhida.

3. Conclua que as matrizes do tipo a1, sdo os Gnicos que comutam (ab = ba)
com todas matrizes invertiveis n x n.

[ad 1.: Conclua n > 2. Mostre que existe conjunto LI da forma X = {v, Av}.
Depois estenda X para receber uma base (£ = v,& = Av,...,&,) de E/]

Exercicio 5.2.6. Suponha que £ = F & G e n = dim F é finita. Mostre que

existe uma base ordenada X’ de F tal que veja (7.1.1) e (7.2.1)
_ | I Ok | O
[Prcly = [Oé,k o, } ; [Srcly = [O ]IJ .

Teorema 5.2.7. Levando transformagoes lineares as suas matrizes (5.2.2)

®=dyy: L(E,F) — M(m x n;K)

Avs Ay (5.2.5)

€ um isomorfismo.

Demonstragao. Seja U = (&1,...,&,) basede E eV = (n1,...,0m,) de F.
LINEAR. Escreve (5.2.2) para A, para B, e depois adiciona as duas equagoes e
use (A + B)§; = A& + BE;.

INJETIVO. Suponha (ai;) := [A],y, = [Bly,, =t (bij). Entdo A e B coincidem

Agj =1mai; + -+ NmAms = 771b1j + -+ 77mbmj = ij

nos elementos de uma base e linearidade implica que coincidem em todo v € F.
SOBREJETIVO. Dado a = (a;;) € M(m x n;K), para cada um j defina

Afj =mar; o Py

Isso determina A unicamente (Prop. 4.1.12). Entao ¥(A) := [4], , = a. O

s

Lembre-se de Exemplo 3.0.13 (c¢) e de Comentdrio 3.0.14 que dim M(m x
n; K) = mn. Segundo Coroldrio 6.4.9 isomorfismos preservam dimensoes, assim
obtemos dim L(E, F).

Corolario 5.2.8. dim £L(E, F) = dimM(m x n;K) = mn = dim E - dim F'.
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Teorema 5.2.9. Considere duas transformagoes lineares entre espagos vetoriais
A B
EFE—F—G

com bases respectivas U = (&1,...,6n), V. = (M-, 0m), e W = (v1,...,1p).
Entao a matriz da composicao

[BA]yw = [Blyw [Alyy (5.2.6)
€ o produto das matrizes.

Demonstracdo. Sejam a e b as matrizes de A e B, seja ¢ aquela de BA. Assim

m P p
A& = anakja By, = Z v;ibig, BAE; = Z ViCij,
k=1 i=1 i=1

paraj=1,...,nek=1,...,m. Use estas identidades para obter
m p m

Z vici; = B(AEj) = Z Bn)ag; = Z v; Zbikakj
k=1 i=1 k=1

onde no ultimo passo temos permutado a ordem das somas finitas. Mas como
a base W é LI os coeficentes dos v; devem ser iguais (Coroldrio 3.1.2). O

5.3 Mudanca de base — diagrama comuta

Nesta segao no diagrama (5.0.1) estudamos o que acontece

5.3.1 com um vetor coordenada [v],, = U ~'v se trocamos a base U de E para
uma outra base U,

5.3.2 com a matriz de uma transformacao linear onde adicionalmente permiti-
mos trocar a base de F'.

5.3.1 Vetor coordenada — parte triangular

A matriz p := [Ig],, ; do operador identidade, por definicao (5.2.1), satisfaz

=18 "E Gpyy+o + &y G=1.m. (5.3.1)
Nas outras palavras p exprime os elementos da base velha U = (& foee ,&n)de E
como combinacio linear dos elementos da base nova U = (51, ..., &) de E. Por

isso p é chamado de matriz de passagem de U para U. A matriz de passagem
participa do diagrama (5.0.1) fazendo as partes triangulares comutativo (5.0.1).

Lema 5.3.1. A parte triangular do diagrama (5.0.1) comuta, ou seja

Up =U ou equivalentemente Uel, = U-u.
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Demonstracao. Para x € K™ vale

Zk P1xTk

z:11)5'3: (51,---7§~n> : :Z&kaxk:z<2&mk> T =Uz
[

Zk PnkTk ¢ k k —_——
(5.3.1)

= &k
O

Corolério 5.3.2. Matrizes de passagem [Ig],, 7 sdo isomorfismos com inversa
—1 14
Uelyg  =Uslgy=U""U
Demonstragdao. Aplicando U~ em ambos os lados de Up = U obtém-se U U =
p := [Igl,, - ComoU eU sao isomorfismos p é (Coment. 4.1.11). Forma inversa
em ambos lados, use (4.1.3), para obter [I£],, gfl —pl=uU'U= Uglg, O
Comentario 5.3.3 (Trocando a base (o sistema de coordenadas)). Seja v € E.
Dado o vetor coordenada [v]y; em respeito a uma base U de E. Para calcular as
coordenadas em respeito a uma outra base U simplesmente aplique a matriz de
passagem p = [I],, 7, ou seja
[Ty 7 [l = [0l -

Exercicio 5.3.4. Considere as bases U = (¢,n) e U= (E, 1) de R? onde

[ o ) e

Seja v = (1,1) € R%. Determine o vetores coordenadas [v];, e [v];.®

5.3.2 Matriz de uma TL — parte trapézio
Lema 5.3.5. A parte trapézio do diagrama (5.0.1) comuta, ou seja
AU = Va.
Demonstra¢do. Seja x € K™, entao
T
AUz =A(&,....6) | 1 | =A &Gz +.. . &uay)
Ty

(A&)  z4- 4+ (A&G) T
S—~— N~
nmair+-+Nmami N ain++Nmamn

m

=Y (ag)ar -+ Y (njajm)Tn
j=1

3 Controle: [vly = I,z )y = Lol é]uﬁ [(1]]” = [,OJQ U= [Ig,U
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e assim

n

n m m
AUz = (njap)ee = 0y > akax

k=1 j=1 j=1 k=1
——
AjeT
Alel
=MmateZ + -+ NmAmex = (N1,...,1Mm) | 1 | = Vaz.
Ameld

O

Segundo as Lemas 5.3.5 ¢ 5.3.1 o diagrama (5.0.1) é comutativo, e assim
recebemos a relagao
a=qap '
entre as matrizes de A em respeito as bases novas e velhas.
No caso F' = E munido das bases V =U e V = U recebemos

a=pap ', a=[Al;, a=[4],. (5.3.2)

Definigao 5.3.6. Chama-se semelhante duas matrizes quadradas a e b se
existe uma matriz invertivel p tal que a = p~'bp.

Exercicio 5.3.7. Mostre que se a e & = p~'ap sdao matrizes n x n semelhantes,

entdo existe A € L(R™) tal que a e a sdo matrizes de A relativamente a duas
bases de R".

Caso especial E = F = K™: base candnica £ e base U

Considere o caso de um operador linear A : K* — K" onde K" é munido
originalmente da base canoénica £ = (ey,...,e,) e depois de uma base nova U.
Neste caso o diagrama (5.0.1) torna-se no diagrama comutativo

a:=[A]
K" K”
X:JIKW, E=Ixn
pi=[len]g gy | = K" A—— K" ~|p (5.3.3)
~ g ) ~
K" — K”
a:[A]u

o qual disponibiliza a relagao [A],, = p[A] p~' entre as matrizes de A quando
trocar a base candnica por qualquer outra base.

Exercicio 5.3.8. Suponha que £ = K" munido da base canbénica £ como base
velha, veja diagrama (5.3.3). Entdo os membros da base nova U = (&;...,&,)
formam as colunas da matriz inversa p~!. Veja Exercicio 5.4.9.
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Nas outras palavras, como a inversa de p := [Ign]g,, € [Ixn]y ¢, vale a
seguinte férmula

Uil e = U]

onde [U] denota a matriz cujas colunas sao os elementos da base U de K".

Exemplo 5.3.9. Dada em R? a base canénica & e a base V = {&1, &, &3}
&= (1’ 1,0), & = (—1,0,0), §3 = (0707 1)~

Determine a matriz de passagem p de V para £, e aquela vice versa.

Uma solucao. As colunas da matriz p := [I]y ¢ = [V] s@o os §’s. A outra
matriz desejada q := [I]gy = p~! é a matriz inversa de p. Pode-se calcular
com o processo de Gauss-Jordan (MA141), veja § A.4, ou seja

-1

p:1]= 0
0

e N
= O O
= o O

1
0
0

o = O

10
o1
0 0

5.3.3 Determinante

Determinantes tem sua origem nos trabalhos de Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716); veja [Koe85, Kap. 3 §7]. Em 1826 Carl Gustav Jacob Jacobi (1804—
1851) apresentou determinantes ao piblico matemético geral no seu trabalho
“De formatione et probrietatibus determinantium”. No Apéndice A.4.1 repeti-
mos umas propriedades. Estende-se a definicao do caso de matrizes quadradas

det: M(n;K) - K, ar~deta
a transformagoes lineares simplesmente escolhe-se uma base ordenada qualquer.
Definicao 5.3.10 (Determinante). Para transformacoes lineares A define-se
det: L(E) = K, A~ det[Alg (5.3.4)
onde B é qualquer matriz ordenada de F.
Exercicio 5.3.11. Mostre que para o determinante det: L(E) — K vale

(i) bem definido (independente da escolha da base);
(ii) det AB = (det A)(det B) = det BA,; multiplicativo
(iii) det(ad) = a™det A, Vo € K, onde n := dimE. n-homogéneo

[Dica: Férmula (5.3.2) e (A.4.2).]
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5.3.4 Traco

Defini¢ao 5.3.12 (Trago — matriz). O trago de uma matriz quadrada a =
(aij) € M(n;K) é a soma dos elementos da diagonal. O trago como aplicacao

n
tr =tr,: M(n;K) = K, aw—tra:= Za“
i=1

é uma transformacao linear entre espagos vetoriais.
Lema 5.3.13 (Propriedades). Para o trago tr : M(n; K) — K vale

a) linearidade; aditivo

b) trc=tr ct; = azioma (SIM) do produto interno (10.3.1)
e para todas as matrizes a € M(m x n;K) e b € M(n x m;K) vale

¢) tr,ab = tr,ba;
d) trpata = 27:1 Z?:l(aji)2' = azioma (POS) do produto interno (10.3.1)

Demonstragio. a)b) Obvio. ¢) Pode-se trocar a ordem de somas finitas, assim

m n m n

trab := Z(ab)“ = Z Z aijbji = ZZ bjiaij = Z(ba)jj =: trba.

i=1 i=1j=1 =1 i=1 =1
=y e, 7 J

d) tra’a:= Y, (a'a)i = >, >, (a'); a5 = 3, ;(a;)® usando (), = aj;. O

Exercicio 5.3.14. Dada matrizes a,b € M(m x n;K) — K. Seja £ € K™ a
lista ordenada cujos membros sdo as entradas das linhas da matriz. Mostre

n2

tra’b = iiaﬁbﬁ = Z(ga)k(gb)k =: <fa,éb>Kn2 . (5.3.5)

j=1i=1 k=1
Definigao 5.3.15 (Trago). O trago como aplicagido
tr: L(E) - K, A tr[Alg (5.3.6)

é uma transformagao linear entre espagos vetoriais onde B é qualquer base or-
denada de F.

Exercicio 5.3.16. Mostre que para o traco tr: L(F) — K vale
(i) bem definido (independente da escolha da base);

(ii) linearidade; aditivo
(iii) tr AB = tr BA.
[Dica: Férmula (5.3.2) e Lema 5.3.13 ¢).]

4, _
la = (au,...,aln,azl,...,agn,...,am1,...,amn)

ale aze ame
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5.4 Exercicios e umas solucoes

Matriz de uma transformacao linear
Exercicio 5.4.1. Considere a base ordenada B = (u,v,w) de R3, onde
u=(1,1,1), v=(1,-1,1), w=(11,-1).

Seja B* = (4,1, x) a base (de R*") dual de B; veja Definicao 4.1.19. Calcule as
matrizes [¢], [¢], [x] das transformagoes lineares ¢, v, y: R3 — R.

Uma solugao. Sejam £ = (e1,eq,e3) e £ = (E) as bases canénicas onde o
vetor unitario em R! é a lista £, = (1) de um membro com 1 no 1-ésimo lugar
(e nulos nos outros lugares — as quais nao tém). Seja x; := ¢e;, entdo usando a
propriedade da base dual e linearidade obtemos

1=¢u=9¢(1,1,1) = ge1 + dez + pe3 = x1 + 2 + 23
0=¢v=0(1,-1,1) = e — pes + de3 = x1 — 2 + 3
0=¢w=0¢(1,1,—1) = ge1 + pea — ez = x1 + T2 — 3.

Usamos escalonamento para resolver o SL de 3 equagbes nas 3 incdgnitas
x1, 22,23 € R? as quais sdo listas de um membro sé. O resultado é

$1:1, 5172:0, (E3:0.
Observamos que

l=x1=¢e; = E1¢11 = 1- 911 = ¢11
0=122 =¢ex = E1p12 =1 P12 = P12
0=23=¢es =FE1¢13 =1 ¢13 = ¢13

e assim
[@les,er = [1 0 0.
Analogamente obtemos

[w]gS,gl = [O 1 0]7 [X]gg’gl = [0 0 1].

Olha s6, no caso F = R™ a matriz da base dual de qualquer base B de R™ tem
em respeito as bases candnicas de R™ e R! a forma da base canénica.

Exercicio 5.4.2. Considere as transformacoes lineares
AR =R, (2,9) = (29,2 + )
e B :R? — R? definido assim
B(z,y,2) = (ax+ (a — D)y + (1 —a)z, —bx + (1 — b)y + b2)

onde a,b € R sdo constantes. Determine o operador BA € L(IR?).
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[Dica: Use as matrizes [A] e [B] que correspondem a A e B respectivamente.
Uma solugao. Denotamos de €2 = {e1,ea} e €3 = {Ey, By, E3} as bases
candnicas. As duas colunas da matriz [4] € M(3 x 2) sao formadas das coefici-
entes seguintes

Ae = A(LO) =(1,0,1) =1F; + 0Ey + 1E;3
A62 = A(O, ].) = (0, 1, ].) = OEl + 1E2 + 1E3

As trés colunas da matriz [B] € M(2 x 3) s@o formadas das coeficientes seguintes

BE, = B(1,0,0) = (a, —b) = ae; — bey
BE; = B(0,1,0) = (a— 1,1 —b) = (a — 1)es + (1 — b)e
BEs; = B(0,0,1) = (1 —a,b) = (1 — a)er + bea.

Assim recebemos

a a-—1 1—a]

1 0
[Al=1lo 1|, [B]=
- L& 1-b b

Use (5.2.6) no primeiro passo e no segundo calcule produto matriz para obter

(BA] = [B] [A] = [a+1—a1 a—1—|—1—a] _ {1 0] N

—-b+b 1-b6+b 0 1

Use a relagao (5.2.1) entre matriz e operador para concluir que BA = Igz.

Exercicio 5.4.3. Qual é a matriz [A] do operador A : R? — R? definido por
A(2,3) =(2,3) e A(-3,2)=(0,0) ?

Exercicio 5.4.4. Considere as transformagdes lineares

AR S PL(R), (ag,a1,...,0n) — g+ a1z + -+ az”,

B:P,(R) = R"  pis (p(0),p(1),...,p(n)).
Determina a matriz [BA] da composicio BA : R*! — R +L,

Uma solugao. Seja £ = (ey,...,en41) a base candnica e seja
M=%z, 2% 2" = (1, i), 20 =1
a base de P, (R) composto de monémios. Segundo a defini¢ao de A recebemos
Ae; = A0,...,0,1,0,...,0) =020 4+ - + 0z + 12° + 02" + .- 4 02"
parai=1,...,n+ 1. Segundo (5.2.1) obtemos [A]; \, = 1,41. Analogamente

n+1
Bigs = (0i(0), (1), - m(n) = (0771170 oni ) = 3 T (- )7
j=1 b
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para cadai=1,...,n 4+ 1 o que nos da a i-ésima coluna da matriz
0 ot ... o 1 0 ... 0
[ L L 11 ... 1
0 1 n n
[B]M,sz 20 28 .02 |1 2 ... 2
n' nl ... n"? 1 n ... n"

Assim [B]y, ¢ = [Bl g Int1 = [Bl g ¢ [Alg p = [BAlg e segundo (5.2.6).
Exercicio 5.4.5. Dado w = («, 3,7) € R?, determine a matriz [A] do operador®
A:R3 - R3, Vv X w.

Descreva geometricamente o nicleo desse operador e determina sua imagem.

Mudanca de base — vetor
Exercicio 5.4.6. Considere as duas bases ordenadas de R? da forma
U:= ((Ll)?(_lvl))? Z;{v:: ((1,0),(1,1))

Dado o vetor v = (1,1) de R?, calcule seus vetores coordenadas [v]y e [v];.
Calcule a matriz de passagem p := [Ig2],, ;; e verifique que p[v]y iguale [v];.

Exercicio 5.4.7. No R? considere a base U := ((1,1), (1,0)).
a) Calcule o vetor coordenada [v]y.
b) Determine a matriz p de passagem de I & base candnica &, e vice versa.

Mudanca de base — matriz

Exercicio 5.4.8. Seja & C R? a base canonica e seja A: R3 — R3 determinado
por (5.2.3). Dada a base ordenada V := (e1,e1 + es, €1 + e3), determine a matriz

a:=[Algy = [I]e v[Alve[l]le,y = pap

calculando p e &, veja (5.0.1).° Reencontramos A nos Excs. 5.2.3 e 6.6.3.
Exercicio 5.4.9. Seja & = (eq,...,e,) a base candnica de R™. Suponha vetores
&1,...,& € R™ e escalares p;; € R satisfazem

ej = &1p1j + Eapaj + - + EnPnys Vi=1,...,n.

Mostre que

5 O produto vetorial de dois vetores v e w de R é o vetor v X w de R definido por
z @ yy — 2B yy — 28
vxw= |y| x [B| = |-(xy—2a)| = |za—zv]|.
z v zB — ya zf — ya

6 controle: inverta q = [I]y ¢ (Gauss-Jordan): p = |:
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1. alista ordenada U = (&1, ...,&,) é uma base de R™;

2. a matriz p = [p;;] é a inversa da matriz q cujas colunas sdo por definicao
&, ..., &, em simbolos qp = 1,,. Veja Exercicio 5.3.8.

Em palavras, obtém-se a matriz p := [Ign];,, de mudanca da base canonica £
para uma base nova U = (£1,...,§,) como a matriz inversa da matriz
q:=1[...&l

cujas colunas sao os &;’s, em simbolos

p = [IRn]s,(gl,...,gn) =q'= (S ~£n]71 :

Exercicio 5.4.10 (Continuacao de Exercicio 1.3.9). Seja E = F(R,C) o
espago vetorial sobre o corpo C composto de todas as fungoes f : R — C.
Em Exercicio 1.3.9 temos definido dois subconjuntos F = {f1, f2, fs} e G =
{91, 92,93} e temos mostrado, primeiro, que cada um é LI e, segundo, que cada
um elemento de um dos dois subconjuntos pode ser escrito como CL dos ele-
mentos do outro.

(a) Mostre que os subespagos gerados F := (F) e G := (G) sdo iguais.

(b) Conclua que F e G s@o bases do subespago F' de E.

(c) Determine a matriz de passagem p := [[r]r ; da base F para a base G.

(Outros autores usam a notagao p = Igf)

Exercicio 5.4.11.

Seja ¢ € M (n x n;K) uma matriz quadrada de posto 1.

(a) Prove que: c? = (trc)c. (%)
(b) Dado n > 2, generalize: ¢ = (trc)" lec.
[ad (a): O trago é invariante sob mudar a base (Lema 5.3.13 c) implica

isso). Assim para provar () pode-se mudar a base de K" e provar (x)
para a nova matriz €. Lembre-se: posto(c) = 1.]

Exercicio 5.4.12. Sejam A : E — F e B : F — G transformacoes lineares
entre espagos vetoriais de dimensao finita.

1. Prove que: B injetiva = posto(BA) = posto(A).
2. Encontre uma condi¢ao sobre A a qual implica posto(BA) = posto(B).






Capitulo 6

Nucleo e imagem

No! Capitulo 6 denotamos de E, F espacos vetoriais
E:(E7+7'7K)5 F:(F7+57K)

ambos sobre o mesmo corpo K, e denotamos de A: F — F uma transformagao
linear. Na primeira leitura pense em K = R. As letras m,n denotam niimeros
naturais ou zero.

O primeiro objetivo no Capitulo 6 é associar a uma transformacao linear
A € L(E, F) dois subespagos

N(A) c E -2 F 5 Im(A)

e relacionar seu tamanho minimo/méximo a injetividade/sobrejetividade de A.

Outros resultados fundamentais sao os seguintes: Uma transformagao linear
A é injetiva se e somente se leva conjuntos LI em conjuntos LI. Sobrejetividade
é equivalente a existencia de uma inversa a direita e injetividade a existencia de
uma inversa a esquerda.

Definicao 6.0.13. Dado uma transformagao linear A € £(FE, F') chamamos
N(A):={ve E| Av =0} onicleo de A e
Im(A) := {Av | v € E} a imagem de A.
Dado um subconjunto X C E, seja AX := {Az | x € X} aimagem de X sob A.
Lema 6.0.14. Os subconjuntos N(A) C E e Im(A) C F sdo subespagos.

Demonstragao. “Im(A) fechado sob +”: Dado dois elementos da imagem, ou
seja Av e Aw onde v, w € E, entéo de linearidade Av+Aw = A(v+w) € Im(A).
“Im(A) fechado sob -”: Se & € K e Av € Im(A), entdo aAv = A(aw) € Im(A).
Deixamos ao leitor provar que N(A) é fechado sob - e +. O

LCap. 6 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 11 de julho de 2024
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Definicao 6.0.15 (Posto). A dimensao da imagem é chamado de posto de
uma transformacao linear A € L(E, F), em simbolos

posto(A) := dimIm(A).

Lema 6.0.16 (Os dois subespagos naturais — minimo e méximo). Para uma
transformagao linear A € L(E, F) injetividade e sobrejetividade correspondem a

(i) N(4) ={0} < A € injetivo.
(ii) Im(A) =F <& A € sobrejetivo.

Demonstragdo. (1) “<=" ’C’ Seja v € N(A), entdo Av = O = AO onde temos
usado linearidade no segundo passo. Entao segundo injetividade como as ima-
gens sao iguais, os elementos v = O devem ser iguais. 'D’ Todo subespaco,
assim N(A), contem o vetor nulo. “=-" Suponha que sdo iguais as imagens
Av = Aw de dois elementos v, w € E. Entdo O = Av — Aw = A(v—w), e assim
v—w € N(A) = {O}. Entado v = w.

(i) “<=" ’C’ trivial. >’ Dado f € F, como A é sobrejetivo existe um v € E
tal que f = Av. Assim f € Im(A). “=" Seja f € F =Im(A), ou seja f = Av
para um v € E, mostrando que A é sobrejetivo. O

Lema 6.0.17. Seja A€ L(E,F) e X C E, entdo
(X)=FE = (AX)=Im(A).

Demonstrag¢ao. ’C’ Sem usar (X) = F, um elemento f € (AX) é da forma de
uma soma finita f = > a;Ax; = A> ayx; € Im(A) onde x; € X e oy € K.

>’ Um elemento f € Im(A) = AE = A(X) ¢é da forma de uma soma finita
=AY aux; => a;Az; € (AX) onde z; € X e o; € K. O

Como Im(A) C F é um subespaco ja sabemos de Teorema 3.2.1 que sua
dimensao nao é maior daquela de F. E uma surpresa que isso vale para dim F
também. Este fato sera utilizado no famoso Teorema 6.5.1 de nucelo e imagem.

Coroldrio 6.0.18. VA € L(E, F) vale dimIm(A) < dim FE.

Demonstra¢do. Se dim E' = oo ndo tem nada a provar. No caso n = dim F € Ny
seja B = {&,...,&,} uma base de E. Como (B) = F temos (AB) = Im(A)
segundo Lema 6.0.17. Nas outras palavras, o conjunto finito AB = {A¢; | i =
1,...,n} de m := |AB| < n elementos (possivelmente uns A¢;’s sdo iguais) gera
o espago Im(A4). Entao dimIm(A4) < m < n = dim F segundo Lema 3.1.20.

O

Exercicio 6.0.19. Defina operadores lineares A, B : R® — R*> assim

A($17x27$3, . ) = (.’L‘l,O,LUQ,O,LEg,O, .. )

B(xy,x9,x3,...) := (x2 — 2x1, 3 — 202,24 — 223 ...).

Determine o ntcleo e a imagem de A e de B.
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Exemplo 6.0.20 (SL). Dada uma matriz a € M(m x n;K) e uma lista b € K™.
Sao equivalente os seguintes:

O sistema linear (SL) de m equagbes a n incégnitas

a1z + -+ apr, = b

Am1T1 + -+ Qmp Ty = bm
admite uma solugdo x = (x1,...,2,) € K"
222 O vetor b é CL das colunas Ae1,. .., aen da matriz a; veja (1.2.3).

2 . . -
<= b € Im(a) considerando a matriz como transformacao linear a: K* — K™.

3
<= (A¢l,- .-, Aen,b) = (Ae1,...,en).

Equivaléncia 2: Isso é o fato que a imagem de uma matriz é o espago-coluna,
ou seja o conjunto de todas as CLs das colunas da matriz.

Equivaléncia 3: “=” Se b é CL das colunas a igualdade é trivial. Caso geral:
Como as colunas {ae1, . ..,as,} geram Im(a), como b € Im(a), e como Im(a) é
um subespago, obtemos a primeira identidade

Ael,---,Aen,b) =Im(a) = (af™) = (aey, ..., ae, ).
(ae1 ) =1Im(a) = (a&") = (aes €n)

Identidade dois segue do Lema 6.0.17 com a base canonica £" de K.
“<” A identidade fala que b é CL das colunas a,; = ae; € Im(a), entdo b €
Im(a) porque Im(a) é um subespaco e assim fechado sob adicao.

Exercicio 6.0.21. Seja A : R* — R? dada por:
(z,y,2,t) = (x+y+2z+2t,x —y+ 22,40+ 2y + 5z + 6t) .

Encontre b € R? que ndo pertenca a imagem de A. Com b, exiba um sistema
linear de 3 equacoes e 4 incégnitas sem solucao.

6.1 Escalonamento: Calculo do posto
Aplicamos o processo de escalonar uma matriz a — contetido do curso MA141
e revisado no Apéndice A.2 — para calcular o posto de uma transformagao linear.

Lema 6.1.1. Dado uma transformacao linear A: E — F entre espagos vetoriais
das dimensdes finitas n e m, respectivamente, entao

posto(A) = posto(a) , a:=[A],
—— N——
:=dim Im(A) :=dim Im(a)

para qualquer escolha de bases ordenadasU de E eV de F'. Repetimos que vale
posto(a) = pc(a) = pl(a) segundo Teorema 4.2.2.
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Demonstragao. Temos que

posto(A) := dimIm(A) = dim Im( 4] = dim Im(a) =: posto(a)

uv)

onde a primeira identidade segue do isomorfismo entre as imagens das trans-
formagoes lineares A e a := [A], |, veja o diagrama comutativa (5.0.1). O

Exemplo 6.1.2. Dado A € L(E, F), determine posto(A) e uma base de Im(A4).

Uma solugao. Escolhe bases e considere a matriz a := [A]y,y de A. Aplique
escalonamento para a transposta a’, entdo as linhas ndo-nulas de (at)esc, dizemos
lq,..., 04, formam uma base de

Teor.A.2.2

Esp-lin((a’)esc) Esp-lin(a’) = Esp-col(a) 429 Im(a)

e o posto(A) Leg 11 posto(a) := dimIm(a) = d é dado pelo nimero d das linhas
nao-nulas do escalonamento da transposta a‘. Resta traduzir a base {1, ..., {4}
de Im(a) C K™ numa base de Im(A4) C F. Usamos o isomorfismo V : K™ — F'
gerado pela base ordenada V = (11,...,7n,) de F. Definimos

(€)1
def. . def.
G=Vl = (Mm,...,%m) : = mli)i+-+0mli)m € F
(Ez)m

para obter uma base {(1,...¢(s} de Im(A).

2

Exercicio 6.1.3. Encontre o posto de a := e uma base da imagem.

— = O
—_ = =
— =N

Exercicio 6.1.4. Determine o posto da matriz

1
1
-1

Q
I
N O =
O =N
=)

[Dicas: Calcule o posto-linha da matriz transposta. Escalonamento (modifi-
cando linhas) ndo muda o espago-linha.]
6.2 Sobrejetividade — inversa a direita

Definicao 6.2.1. Dado A € L(E, F), uma transformagao linear B € L(F, E) é
chamado de uma inversa a direita de A se a composicao satisfaz AB = Ip.

2 Obtém-se posto 2 e uma base é {(1,1,1),(0,1,2)}. Com efeito, um escalonamento é

(at)esc = |: :|

oo
(=R
O N =
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Exemplo 6.2.2 (Geralmente inversas a direita ndo sao unicas). Sejaa € Re
AR R (2,9,2) = (2,y), Ba:R*= R’ (2,9) — (z,y,ax).
Entdao AB, = Ig2 para cada um a € R, mas B, # By, caso a # b.

Teorema 6.2.3. Suponha A € L(E,F) onde m :=dim F < co. Entao
A admite uma inversa a direita & A sobrejetivo.

Demonstra¢do. “=" Dado uma inversa a direita B de A, entdo Vf € F vale
ABf =1Ipf = f. Assim para todo f € F existe um v € E, com efeito v := Bf,
tal que Av = f. Mas isso significa que A é sobrejetivo.

“«<"” Usamos sobrejetividade de A para construir explicitamente uma inversa a
direita de A. Escolha uma base ordenada Y = (91,...,nm) de F e, usando so-
brejetividade, uma lista v = (v1, ..., vy, ) de m elementos de E tal que Av; = n;
paraj = 1,...,m. Lembramos de (4.1.5) que a lista v nos da uma transformagao
linear B, : F' — E unicamente determinado pelos valores B,n; := v; nos mem-
bros da base ). Resta checar AB, = Ir: Escrevendo f € F' como CL tnica na
base ), ou seja f = Zj Bin;, e usando linearidade de B, e de A obtemos

AB,f = ABUZBjle = AZﬂjE@ZEZ ZﬂjAvj = Zﬁgﬂj =f
J J J J

7)1
Note-se a soma € finita porque temos exprimido f como uma CL. O
Exercicio 6.2.4. Mostre os seguintes.

(a) Lembra do Exercicio 2.1.4 que o subespaco trivial {0} e o préprio R sdo
os Unicos subespagos de R. Seja E um espaco vetorial sobre o corpo R.
Mostre que f € L(F,R) é sobrejetivo ou igual a zero.

(b) A derivacdo D : Pp(R) = Pro1(R), p(z) — Lp(z), é sobrejetiva.

(c) A derivacdo D : C*(R) — C*°(R), f(z) — -L f(z), é sobrejetiva.

(d) Encontre uma inversa a direita J : P,_1(R) = P, (R) para D em (c).

6.3 Injetividade — inversa a esquerda
Teorema 6.3.1. Dada uma transformagao linear A € L(E, F), entdo

A injetivo & A leva conjuntos LI em conjuntos LI.

Demonstracao. “=" Seja A injetivo e X C E um subconjunto LI. Pegue ele-
mentos Axq,..., Axry € AX naimagem e suponha que uma CL deles representa
o vetor nulo, ou seja O = a1Ax; + -+ + apAzy = A(aqzy + -+ - + ayxy) onde
0s «;’s sao escalares. Como A é injetivo, equivalentemente N(A) = {O} se-
gundo Lema 6.0.16, segue que a1z + - - - + ayxy = O. Como X é LI segue que
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a; = -+ =ay =0 e isso prova que o subconjunto AX C F é LI

“<” Seja v € E. Se v # O, entdo o subconjunto {v} C E é LI segundo
Comentdrio 1.3.4 (ii). Assim {Av} C F é LI como A leva LI em LI segundo
hipétese. Assim o vetor Av ndo pode ser nulo. Temos provado v # O = Av #£ O.
O contra-positivo entao diz que Av = O = v = 0. Assim N(A) = {O}. O

Corolario 6.3.2. Se A € L(E, F) ¢ injetivo, entao dim E < dim F.

Demonstracdo. Se dim F' = oo nao tem nada a provar. Seja m := dim F' € N.
Seja B = {v1,...,vx} um subconjunto LI de E, entdo como A leva LI em LI
segundo Teorema 6.3.1, o conjunto AB = {Avy,..., Avi} é LI em F e por isso
(Corolario 3.1.17) nado pode conter mais elementos como dim F', em simbolos
k := |B| = |AB| < m. (Como A é injetivo vale |B| = |AB|.) Analogamente
a prova da parte (a) de Teorema 3.2.1 um subconjunto B, C E LI com o
ntmero maximo n (< m) de elementos gera E e assim é uma base de E. Assim
dimFE := |B,|=n<m:=dimF. O

Exemplo 6.3.3 (Aplicacao). Nao existe nenhuma transformagao linear A :
R* — R? a qual é injetiva.

Definigao 6.3.4. Dado A € L(E, F), uma transformagao linear B € L(F, E) é
chamado de uma inversa a esquerda de A se a composicao satisfaz BA = I.

Exemplo 6.3.5 (Geralmente inversas & esquerda nao sdo unicas). Sejaa € R e
AR SR (2,y) = (2,9,0), B, : R = R?  (2,9,2) = (z + az,y).
Entao By A = Ig2 para cada um a € R, mas B, # By, caso a # b.

Teorema 6.3.6. Suponha A € L(E, F) onde dim E,dim F' < oco. Entao
A admite uma inversa a esquerda B & A injetivo.

Demonstracdo. “=" Se Au = Av, entdo BAu = BAv. Mas BA =1, dai u = v.
“<” Como a dimensdo n := dim F é finita, escolha uma base X = {&1,...,&,}
de E. Baseado na injetividade de A, segundo Teorema 6.3.1, o conjunto das ima-
gens {A¢&y, ..., A&, } é LI em F e pode ser estendido, segundo Teorema 3.2.1 (b)
usando dim F' < oo, para obter a base B := {A&,..., A&, m1,...,nx} de F.
A lista w = (&,...,&,,0,...,0) € EX("*F) determina B, € L(F,E) se-
gundo (4.1.5), ou seja By, (AE&) =& e Byn; = O. Escreve v € E como CL
Unica v = ZZ a;&;. Entao usando linearidade de A e de B,, obtemos

BwAU = BwA Ozifi = (67 BwAfi =V = IEU
para cada um v € E. O

Exercicio 6.3.7. Determine uma base para a imagem de cada uma das trans-
formagoes lineares abaixo e indique quais sao sobrejetivas.
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(a) A:R* = R? (z,y) = (z —y,2 — y);

(b) B:R* =R, (z,y,2,t) = (e 4y, 2+ t, 2+ 2,y + 1);
(c) C:R® — R3 (2,y,2) — (x—l—%y,y—&—%z,z—&—%m);
(d) D: M(2x2) = M2 x2),X — [(1) ﬂ X

(e) E:Pr(R) = Pri1(R),p = p(z) — zp.

6.4 Bijetividade — inversa

Definicao 6.4.1 (Inversa). Chama-se uma transformacao linear A : E — F de
invertivel se A admite uma inversa & esquerda B € L(F, E) e uma inversa a
direita C € L(F, E). Neste caso B = C,? denotado A~!, é dito a inversa de A.

Exercicio 6.4.2. Sejam A € L(E,F) e B € L(F,G) invertiveis, mostre que

a) a inversa de A (se existasse) é unica;

b) (A1) = 4

¢) (BA)™'=A"'B71;

d) (ad)™! =a 1A7! para escalares nao-nulos @ € K \ {0}.

6.4.1 Isomorfismos

Definicao 6.4.3 (Isomorfismo). Um isomorfismo (entre E e F') é uma trans-
formacao linear A : E — F a qual é bijetiva (injetivo e sobrejetivo). Neste caso
se diz que F e F sao espagos vetoriais isomorfos, simbolo E ~ F'.

Para aplicacoes gerais bijetividade é equivalente a existéncia da aplicagao
inversa (a qual herda bijetividade). E interessante observar que se a aplicagio
bijetiva é linear a aplicacdo inversa nao s6 existe mas herda linearidade ('=’).
Proposicao 6.4.4. Seja A € L(E, F), entdo

A isomorfismo & A € invertivel.
Demonstra¢do. “=" Definimos o candidato B para ser a inversa de A assim

B:F—FE, f—Bf:=v (6.4.1)

onde v é o Unico elemento de E com Av = f (existéncia: A sobrejetivo, unici-
dade: A injetivo). A aplicacao definida B é linear: Sejam f, g € F, denotamos
v:= Bf ew := Bg. Entdo Av = f e Aw = g e como A é linear obtemos
Alv+w) = Av+ Aw = f+g, entdo B(f+g) = v+w = Bf + Bg. Deixamos ao

3 Com efeito B = BIp = B(AC) = (BA)C = I5C = C.
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leitor verificar que B(af) = aBf. Também tem a propriedade de ser inversa a
direita e esquerda, com efeito para v € FE denota f := Av, entao

ABf =Av=f, BAv = Bf =w.

“«<” Suponha que A admite a inversa A~! : F — E. Entdo A~! é inversa a
direita e & esquerda de A. Assim A é sobrejetivo e injetivo segundo os Teore-
mas 6.2.3 e 6.3.6. Mas bijetivo e linear significa isomorfismo. O

Corolario 6.4.5. Dado isomorfismos E LN AN G, entdo composi¢cio BA e
multiplos aA sao isomorfismos para todos os escalares nao-nulos o # 0.

Demonstracao. Proposicao 6.4.4 e Exercicio 6.4.2. O

Exercicio 6.4.6 (Isomorfismo é relagdo de equivaléncia). Mostre que isomor-
fismo '~ é uma relacao de equivaléncia no conjunto de todos os espacos
vetoriais: ou seja, mostre que sao satisfeitos os trés axiomas seguintes:

FE ~ FE para cada um espago vetorial; (reflexividade)
E~F = F~E,; (simetria)
E~xFel~G = FEF~G. (transitividade)

Teorema 6.4.7. Dada uma transformagao linear A € L(E, F), entdo
A bijetiva (isomorfismo) & A leva uma base de E numa base de F.

Demonstra¢do. “=" Seja A um isomorfismo e B uma base de E. Resta mostrar
que o conjunto AB é LI e gera F. LI segue de Teorema 6.3.1 (uma TL injetiva
A leve LI em LI) e como B gera E o Lema 6.0.17 diz que (AB) = Im(A) = F
onde a segunda identidade é a sobrejetividade de A.

“<"” Dado um base B de F, entao AB é uma base de F segundo a hipdtese.

A INJETIVO (N(A) = {O}): Suponha v € E e Av = O. Escrevemos v como CL

v = Zfivl) ;&; de elementos §; da base B. Entao
O = A’U =A Q;Cp — i A i -
Db =) i AS
¢ g €AB

Como AB é um conjunto LI todos os coeficientes «; = 0 se anulam. Assim
v = O o que mostra que N(A) = {O}.

A SOBREJETIVO: Segundo hipdtese AB é uma base de F'. Dado f € F', escre-
vemos f como CL f = Zf(:fl) B;AE; de elementos AE; da base AB. O elemento
de F definido por v := Zj B;&; satisfaz Av = Azj Bi&; = Zj BjA¢ =f. O

Corolario 6.4.8. Um espaco vetorial E sobre um corpo K e de dimensao n € Ny
€ isomorfo a K.
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Demonstragdo. Escolha uma base B = {¢1,...,&,} de E e defina a aplicagio
A : K" — E na forma (ai,...,a,) — Y., a;&. Note-se que A ¢é linear e
que Ae; = A(0,...,0,1,0,...,0) =1-&; = ¢&;. Assim A leva a base candnica
AE™ = B na base B, entdo A é um isomorfismo segundo Teorema 6.4.7. O

Corolario 6.4.9. Sejam E e F espacos vetoriais sobre um corpo K e de di-
mensoes finitas, entao

E~F & dim F = dim F'.

Demonstracdo. “=" Seja A: E — F um isomorfismo e B uma base de F. Entao
AB é base de F segundo Teorema 6.4.7. e |B| = |AB| como A é bijetivo. Dai
dimE := |B| = |AB| =: dim F..

“«” Corolario 6.4.8 da dois isomorfismos E ~ K4m¥F — RdmF ~ O

Exemplo 6.4.10. O espago vetorial S(n) das matrizes n x n simétricas e o

. . A . . 1 ~
espago vetorial Pnnt1) , dos polinémios de grau menor ou igual % —1sao
2

isomorfos. Com efeito as dimensdes sdo iguais — segundo as férmulas (3.2.2)
e (3.0.1) — e assim Coroldrio 6.4.9 aplica.

Exercicio 6.4.11. Dado A € L(E) onde dim E < oo, defina

Ta : £(E) — ,C(E),
X = AX.

Prove que T4 ¢é linear e que T4 € invertivel se, e somente se A é invertivel.
Mesmo problema com S4(X) := X A.

Exercicio 6.4.12. Estabeleca um isomorfismo entre o espaco vetorial das ma-
trizes reais simétricas n X n e o espaco das matrizes reais triangulares inferiores
(aij =0seq <])

Idem entre as matrizes anti-simétricas e as triangulares inferiores com diagonal
nula.

Exercicio 6.4.13. Sejam FE, F' espacgos vetoriais tais que dim ¥ < dim F' < oo.
Prove que existem A € L(E,F) e B € L(F,FE) tais que A é injetiva e B é
sobrejetiva.

Exercicio 6.4.14. Sejam E, F espagos vetoriais (de dimensao finita ou infinita).
Sejam A € L(E,F) e B € L(F,E) tais que AB ¢ invertivel.

(a) Prove que A é sobrejetiva e B é injetiva.

(b) Se AB e BA sao invertiveis, prove que A é invertivel.



84 CAPITULO 6. NUCLEO E IMAGEM

6.5 Teorema de Nicleo e Imagem

Teorema 6.5.1 (Teorema de nicleo e imagem). Para uma transformagao linear
A: E — F com dominio E de dimensdo finita n vale

dim £ = dim N(A) + dimIm(A).

Demonstragao. Segundo Lema 6.0.14 os conjuntos N(A) e Im(A) sdo subespagos
de E e F, respectivamente. Segundo Teorema 3.2.1 (¢) e Corolario 6.0.18 temos

k:=dimN(A) <dimF =: n < oo;
¢:=dimIm(A) <dimF =:n < oo.

Escolha uma base ordenada (&1, . .., &) de N(A) e uma (Avy, ..., Avp) de Im(A).
Resta mostrar que

B = (51,...,§k,yl,...,ug)
é uma base de E, porque neste caso dim F = k 4+ ¢ = dim N(A) 4+ dim Im(A).

B é LI. Suponha que uma CL em B representa o vetor nulo, ou seja
a1+ ol + S+ 4 Bove = O,

Resta mostrar que todos os coeficientes se anulam. Aplique A usando linearidade
e que &; € N(A) para obter

ay AL 4+ o A& +B1 AV + - 4 BeAv, = O.
o o

Entao 81 = -+ = B¢ = 0 porque toda CL no conjunto LI {Avy,..., A} e
representando o vetor nulo tem todos coeficientes nulos. Neste caso a primeira
identidade simplifica-se para a1&1 + -+ - + apép = O. Mas os &;’s formam uma
base, entao um conjunto LI, assim os coeficientes se anulam oy = -+ = ay = 0.
B gera E. Dado v € FE, temos que exprimir v como CL em B. Como temos
uma base de Im(A), escrevemos Av € Im(A) como CL Av = 1 Avy+-- -+ BeAvg
com coeficientes tnicos ;. Mas isso nos da um elemento w do ntcleo

A= By — - — Boy) = O.

=w

Exprimindo w como CL na base do nicleo, com coeficientes tinicos «;, obtemos
a1§r+ -ty =w =0 — Py — - — Beve.
Assim temos exprimido
v=o&1 + g + Bive + -+ Beve

como CL em B. O
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Corolario 6.5.2. Para uma transformacdao linear A: E — F entre espacos
vetoriais da mesma dimensao finita n = dim E = dim F' sdo equivalente

A injetivo & A sobrejetivo (& A isomorfismo) .
Demonstra¢ao. Da hipotese da mesma dimensao e do Teorema 6.5.1 sabemos
dim F = dim F = dim N(A) + dim Im(A).

Injetividade (equivalente a N(A) = {O} segundo Lema 6.0.16) implica dim F' =
dim Im(A), entdo F' = Im(A) (sobrejetividade) segundo Teorema 3.2.1 (d). Vice
versa, sobrejetividade (F' = Im(A)) implica N(A) = {O} (injetividade). O

Exercicio 6.5.3 (Errado na dimenséo infinita). Considere os operadores line-
ares A, B: R*® — R* dado por empurrar todos os membros por um lugar

Az, w0, 23,...) = (0,21, 22, T3,...)

B(x1,22,23,...) = (z2,23,...).

Mostre que A ¢é linear e injetivo, mas ndo é sobrejetivo, enquanto B é linear e
sobrejetivo, mas nao ¢ injetivo,

Corolario 6.5.4. Na mesma dimensao finita n = dim F = dim F' ser inversa
a esquerda € equivalente a ser inversa a direita, em simbolos para A € L(E, F)
e B € L(F,E) sdo equivalentes

No todo caso A é invertivel com inversa A~' = B = C.

Demonstracdo. Temos as trés equivaléncias

dBe€ L(F,E): BA=1Ig

& A injetivo

& A sobrejetivo

< 3C e L(FE): AC =1

segundo respectivamente os trés resultados Teorema 6.3.6, Corolario 6.5.2, e
Teorema 6.2.3. Mas neste caso C' = B e este operador é a inversa de A como
mostrado na Defini¢cao 6.4.1. O

Exemplo 6.5.5. Dado uma lista ndo-nula o € R™ \ {O}, o subconjunto
H, :={z € R" | po(x) := c1x1 + -+ + apzy, = 0} = N(pn) C R”
é chamado de hiperplano e foi introduzido no Exemplo 2.1.8. Ja sabemos que

dimH, =n—1



86 CAPITULO 6. NUCLEO E IMAGEM

como no Exemplo 3.0.13 d) temos visto uma base composto de n — 1 elementos.
Um camino alternativo para calcular a dimensao é do ponto da vista como
nucleo do funcional linear ¢, : R™ — R. O Teorema 6.5.1 diz que

dimR" = dim N(p4) + dim Im(¢, ) -

ke ; ) - )
Resta ver que Im(¢,, ) = R. O subespago Im(p, ) de R ndo é o trivial {0} porque
Yo = a2 + -+ a2 >0 é ndo-nulo como a # (0,...,0). Entao Im(p,) deve
ser o outro subespago de R, o R mesmo, veja Exercicio 2.1.4.

6.6 Escalonamento: Nucleo e imagem

Aplicamos o processo de escalonar uma matriz a — conteido do curso MA141
e revisado no Apéndice A.2 — para calcular a dimensao do subespago gerado por
m vetores.

6.6.1 Sistemas lineares

Sistemas lineares foram introduzido em Definicao A.3.1 e tratado em Exem-
plo 6.0.20. Estes conteudos sao pressupostos. Seja a uma matriz m X n com
entradas num corpo K e b € K™ uma lista. Lembre-se de (A.3.1) que a
equacao ar = b é chamado de sistema linear de m equagoes a n incégnitas
(z1,...,2n) = .

Existéncia de uma solugao = é equivalente ao fato que a lista b é localizada
na imagem da matriz a, em simbolos

ar = b tem solugdo x < belm(a) < p:=posto(a) = posto[a : b
veja Exemplo 6.0.20. Mas neste caso, tem como saber quantas solugoes havera?
Lema 6.6.1. Suponha que ax = b admite uma solugao zo (b € Im(a)). Entdo

a) p=n (a: K" = K" ¢injetivo) < a solugdo é inica; p := posto(a)

b) p <n (a ndo ¢ injetivo) < tem infinito muitas solugoes.

No caso b) o conjunto das solugdes x de ax = b € dado pela transla¢iao do nicleo
xo + N(a) = {solugdes © de ax = b}
edimN(a)=n—p>1.

Demonstrag¢do. Como a dimensao p da imagem Im(a) C K™ é no méximo a
dimensao n do dominio, segundo Corolario 6.0.18, temos que p < max{n, m}.
a) Segundo o Teorema 6.5.1 de niicleo e imagem n = p (dim K" = dim Im(a)) é
equivalente a N(a) = {O} o que, segundo Lema 6.0.16, é equivalente a a: K* —
K™ é injetivo. Equivalentemente a: K® — Im(a) é um isomorfismo, e assim
b € Im(a) corresponde a exatamente um elemento x € K" tal que ax = b.

b) Seja v € N(a), entdo z := xg + v satisfaz ax = axg + av = b. O
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Lembra o Lema A.3.3: Uma lista = é solucdo do sistema linear [a : b] se e
somente se x é solugdo do sistema linear associado & matriz escalonada [a : b]esc.

Lembra o Comentdrio A.3.5: Para resolver o SL axz = b

e escalona a matriz aumentada [a : ]
e obtendo uma matriz escalonada [a : blesc =: [a : b], entdo
e resolve o SL az = b ”de baixo para cima”, veja Exemplo A.3.6, entao

e uma lista = é solugao de ax = b se e somente se = é solucao de ax = b.

6.6.2 Determinar bases de nucleo e imagem
Exemplo 6.6.2. Determine uma base do nicleo da transformacéao linear
AR 5 R3, (z,y,2) — (z+ 2y + 2,22 + 4y, 3z + 6y + 32) .

Uma solugao. Para obter uma matriz de A escolhemos as bases mais simples,
a base canonica £2. Obtemos

o

I

S

I
W DN =
S N
w o =

Escalonamos a matriz

1 2 1 0 ( ( 1 2 1 0
a:0]=12 4 0 0 ©... %0 0 —2 0| =[aw: O]
36 30 00 0 O
Agora resolvemos o sistema escalonado assc.x = O, ou seja
a+284+~v=0 = a=-208, B ER,
—2y=0 =9=0,
0=0.

Entao N(a) = R¢ onde £ = (—2,1,0) e B:= {{} é uma base.
Exemplo 6.6.3. Seja £ C R? a base canénica e A: R? — R? determinado por

A61 = 261 — €2 — €3
Aes = —e1 + €2
Aes = —e; + es.
Determine os subespagos N(A), Im(A), as dimensoes, e uma base de cada um.
(Tenhamos encontrado A antes nos Exercicios 5.2.3 € 5.4.8.)
Uma solugao. A defini¢do de A j& mostra que a matriz e dada por
2 -1 -1

a=[A=|-1 1 0
-1 0 1
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e Como & corresponde ao isomorfismo identidade, veja (5.0.1) com U = &, e
usando (4.2.2) obtemos passos 1 e 2 de

Im(A) = Im(a) = Esp-col(a) = Esp-lin(a‘).
Escalonamos

2 —1 -1 2 —1 —11 1,
al=|-1 1 ol g 1 1| 0.

-1 0 1 0 0 O

Entao as listas {¢1, ¢35} formam uma base da imagem e assim dimIm(A) = 2.
e Em respeito ao nicleo de A = a escalonamos o SL ax = 0, ou seja

2 -1 -1 0 ( ( 2 -1 -1 0
a:0]=|-1 1 o ofl... g 1 1 ¢
-1 0 1 0 0o 0 0 O
Resolvemos o SL escalonado de baixo para cima, ou seja
2c —y—2=0 =>zr=2z z€R,

y—z=0 =y=2z2 z€R,
0=0.

Assim N(A) = R¢ onde £ = (1,1,1). Entao {£} é uma base e a dimenséo é 1.
Exercicio 6.6.4. Calcule a dimensao do subespaco de R® gerado pelos vetores

o1 =(1,1,1,-1,1), vy = (1,-1,-1,0,1),
vy = (0,1,1,—1,-1), vy = (—1,1,1,-1,1).

Decida se o vetor b = (6, 18,1, —9,8) pertence ou nao a este subespaco.
Exercicio 6.6.5. Encontre uma base para o nucleo da transformagao linear
C:R* - R?,
(r,y,2,t) = Qe +y—2+3t,c —4dy+22+t,2y+42—1).

[Dica: Calcule a matriz ¢ de C. Escalonamento. Resolve o sistema linear
homogéneo.]



Capitulo 7

Soma direta e projecoes

No! Capitulo 7 denotamos de
F,G,HCE

subespagos de um espaco vetorial E sobre um corpo K. Na parte das involugoes
precisamos as vezes que 1 + 1 # 0 em K, veja Coroldrio 1.1.22. (Vale para
K=Q,R,C,Z, se p#2.) O objeto central do nosso interesse serd o conjunto

SC=SC(E):={(F,G)| F&G = E}

composto de pares (F,G) de subespacos complementares de F no sentido
que o par decompoe E = F @& G como soma direta.

O nosso objetivo serd relacionar o conjunto SC(E) bijetivamente com duas
classes de operadores lineares em E — os subconjuntos de £(E) dados por

P=P(E):={P|P*=P} “projecoes em E”
IT=1I(E):={S|5*=1Ig} “involucdes em E7.
Ambas condigbes fazem sentido no contexto geral de uma aplicacdo s: X — X

num conjunto X. Para nos sdo relevantes as involugoes (S? = id). Temos trés
involugdes naturais, isto é (i) trocar os membros

uw:S8C—S8C, (F,G)— (G,F)
(ii) mudar o sinal?
c:IT—-Z, S-S5
e (iii) tomar diferenga com o operador identidade

60:P—-P, P—I-P

Com efeito (I — P)? = I? — 2P + P?2 = [ — P, assim realmente é uma projecao.
Capitulo 7 é ilustrado na Figura 7.1. E comum indicar injetividade de uma
aplicacao com tal flecha f : X — Y, sobrejetividade com tal flecha f: X — Y.

LCap. 7 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 11 de julho de 2024
2 Na verdade —S é o inverso aditivo de S € L(E) e o inverso do inverso é a identidade.
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Figura 7.1: Conjuntos SC dos subespacos complementares, P das projecoes, e
7 das involugoes lineares — o diagrama das seis bijecoes é comutativa

Preparacgoes e lembrancas

Definicao 7.0.6 (Pontos fixos e anti-fixos). Dado um conjunto X e uma
aplicagdo r : X — X. a) Um elemento z € X tal que r(x) = x chama-se
um ponto fixo de 7. O conjunto dos pontos fixos de r satistaz Fix(r) C Im(r).

b) Se X é um espago vetorial denotamos de aFix(r) o conjunto de todos os
pontos anti-fixos x de r, ou seja r(z) = —z.

E facil — e instrutivo — checar que para aplicagoes idempotentes num conjunto
X os pontos fixos ja formam a imagem inteira, em simbolos

rl=r & Fix(r) = Im(r). (7.0.1)

Para aplicagoes idempotentes é recomendavel — geralmente ilumina bastante —
trabalhar com Fix(r) em vez de Im(r).

Exercicio 7.0.7. Se B € L(E), entdo Fix(B),aFix(B) C F sao subespagos.

Produto cartesiano e soma

Lembre-se do Exercicio 3.0.15 que o produto cartesiano G'x H de dois espagos
vetoriais sobre um corpo K é um espago vetorial sobre K de dimensao

dim(G x H) = dim G + dim H.

Dado dois subespacos G, H, sera til relembrar da Segao 2.3 a soma ordindaria
G + H e a soma direta G & H deles. Se GG, H sao de dimensao finita vale a
férmula (3.2.1) a qual diz que

dim(G + H) = dim G 4+ dim H — dim(G N H). (7.0.2)

Exercicio 7.0.8. Seja E um espago vetorial com subespagos de intersecgao
trivial GNH = {O}. Prove que S : G x H - G® H, (9,h) — g+ h, é um
isomorfismo (linear, injetivo, sobrejetivo).
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7.1 Projecoes

Definigao 7.1.1. Os operadores lineares idempotentes P? = P € L(FE) sdo
chamados de as projegoes de E. Um par de subespagos complementares
de E é um par (F, @) de subespagos decompondo E no sentido que F®& G = E.

Lema 7.1.2 (Caracterizacao de projegao). Para P € L(E) sao equivalentes

(i) P?=P; (projecao)
(ii) Yw € Im(P): Pw = w; (Im(P) = Fix(P))
(iii) E = Fix(P) ® N(P). (par complementar)

e cada um de (i,ii,111) implica
(iv) E =Im(P) ® N(P). (par complementar)

Demonstragcio. “(i) < (ii)” veja (7.0.1). “(ii) = (iii)” Intersecgdo trivial: seja
v € Fix(P)NN(P), entdo v = Pv = 0. Soma: Dadov € E, w := Pv € Im(P) =
Fix(P) e v =w + (v —w) onde P(v —w) = Pv — P?v = 0. “(iii) = (i)” Dado
v € F, temos v = w + u para uUnicos elementos w € Fix(P) e u € N(P). Assim
Py = Pw+ Pu=w e dal P(Pv) =Pw=w. “(ii,iii) = (iv)” trivial. O

Definigcao 7.1.3 (Projecao sobre F' paralelamente G). Seja (F,G) um par de
subespagos complementares de E, escrevav € E = F @& G na formav = f+g
com Unicos elementos f € F e g € G, veja Teorema 2.3.4. A aplicagdo dada por

Prg:E—E, v~ f (7.1.1)
é chamada de projecao de E sobre F' paralelamente G.

Lema 7.1.4. A aplicacio P := Pr g definida acima € uma projecio de E.
Ademais imagem (0s pontos fixos) e nicleo sao dados por F' e G, em simbolos

F =Im(Pr¢) = Fix(Prq), G =N(Prq). (7.1.2)
Além disso Pg.r = I — Pr .

Demonstragio. Sev = f+ged = f+§, entdo v+ = f+g+f+§ = f+f+g+§.
LINEAR: Assim P(v+0) = P(f+f+g+§) = f+ f = Pv+ Po. Como
av = a(f 4+ g) = af + ag obtemos P(av) = P(af + ag) = af = aPv.
IDEMPOTENTE: Vale P?v = P(P(f +g)) = Pf = f = Pv.

Im(P) = F: ’C’ 6bvio 'D’ dado f € F, entdo Pf = f.

N(P)=G: C’ para f+g =v € N(P) vale O = Pv = P(f +g) = f. Assim
segue que v = g € G. D’ para g € G vale Pg=P(O+g) = O.

IDENTIDADE: Po.p(f+9)=9=(f+9)—f=1e(f+9) - Prc(f+g) O
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Teorema 7.1.5. A sequinte aplicacdo € uma bijecao

SC = {pares de subespagos complementares de E'} % {projecées em E} =P
(F, G) — PF,G
com inversa x: P+ (Im(P),N(P)). itil lembrar: Im(P) = Fix(P)

Note-se que o subconjunto P C L(E) composto das proje¢oes P de E nao é
um subespago como (aP)? = a?P? = a?P # aP caso a? # o € K. Entdo nao
faz sentido falar sobre linearidade da bijecao 1.

Demonstracdo. INJETIVO. Suponha Ppg = P &, entao aplique Lema 7.1.4
duas vezes para obter as identidades F' = Im(Pr,¢) = Im(Pp ) = F e analoga-
mente G = N(Pr,g) = N(Pzg) = G.

SOBREJETIVO. Dado uma projecao P em F, Lema 7.1.2 diz que o par definido
por (F,G) := (Im(P),N(P)) é um par de subespagos complementares. Resta
mostrar que P = Py (p)N(P) = Y(F,G). Dado w € E, Lema 7.1.2 diz que
w = f + g para unicos elementos [ € Im(P) = Fix(P) e g € N(P). Entao vale

Pipynpyw = fU=" Pf=Pf+ O = P(f+g) = Pu.
Pg

INVERSA. Dada uma projecao P em E, no item anterior temos visto que
P = Piypynpy) = % (Im(P),N(P)) = ¢ (x(P)).

Vale x (¥(F,G)) = (Im(Prc),N(Prq)) = (F,G) segundo Lema 7.1.4 . O

7.2 Involugoes

Definigao 7.2.1. Um operador linear S € L(E) cujo quadrado S? = Ig é a
identidade chama-se de involugao de E. Involucoes sao isomorfismos.

Com efeito, a condicio S? = I para ser uma involucdo implica injetivo e
sobrejetivo. Como o niicleo sempre é minima N(S) = {O} e a imagem sempre
¢ méxima Im(S) = E estes dois subespacos ndo sao tteis, ndo — em contraste
ao caso de projegoes. Os lugares deles como par de subespagos complementares
ocupam, no caso de involugoes, os subespagos dos pontos fixos e anti-fixos

F :=Fix(9), A := aFix(9).
A vinculagdo entre projecoes P e involugoes S, além de dar decomposigoes
Im(P)oN(P)=FE=FadA
é a igualdade S = Pr g — P4 r baseada na identidade

Im(P) = Fix(P).
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Nosso trajeto serd assim: Suponhamos agora que 2 :=1+1 # 0 em K, veja
Corolario 1.1.22. Primeiro mostramos que a féormula estabelecida na dimensao 2
para a reflexao em torno de uma reta, veja (4.3.3), nos da uma bijegao

p:P—1I, P—2P—1Ig

entre projegoes e involugoes com inversa S — %(I g + 5). Caracterizamos in-

volugoes em termos de subespagos complementares com a composicao de bijegoes
d)Z:pOwISC—)I, (F,G)Hp(PF,G)ZPF,G—PG,F =: SRGM

Todo é compativel no sentido que é comutativa o diagrama das 6 bijegOes na
Figura 7.1.

Lema 7.2.2 (Caracterizagao de involugao). Seja S € L(E), entdo

S involugdo de E < E =Fix(S) @ aFix(S) “par complementar (F, A)”

Além disso uma involugdo S € da forma S = Pp o — Pa p.

Demonstragio. “=" Cada um elemento z € Fix(S)NaFix(S) é nulo porque x =
Sz = —x. Os elementos v € E sao da forma v = Pv+Qu onde Pv := 3(v+ Sv)
e Qu:= (v — Sv). Mas 52 = I implica S(Pv) = Pv e S(Qv) = —Qu.

“<” Como E = Fix(S) @ aFix(S) os elementos v € E sdo da forma v = f + a
para Unicos elementos f € Fix(S) e a € aFix(95), veja Teorema 2.3.4. Como S
¢ linear obtemos

S%0 = S(S(f+a))=S(Sf+Sa)=S(f—a)=Sf—-Sa=f+a=v
para todos os v € E. “S = S 4” Escrevendo v € E como v = f + a obtemos
Sv=8(f+a)=Sf+Sa=f—a=Ppav— Pasrv
segundo Defini¢ao 7.1.3. O
Involucgoes e projecoes
Teorema 7.2.3. Seja 1+ 1#0 em K. A sequinte aplicagcdo é uma bijecdo

p: P = {proje¢ées em E} — {involugées em E} =T
P—2P—1Ig=:Sp

com inversa p~t =:v: S — %(IE +5). As projecies v(S) e v(=S), ou seja
P:=1(Ig+29), Q:=1(Ig-29)

satisfazem P+ Q =1 e P—Q = S.
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Demonstragio. Seja I = Ip. BEM DEFINIDO. (2P — )2 =4P? —4P + 1= 1.
INJETIVO. Suponha 2P — [ = 2P — I, adicione —I para obter 2P = 2P. Entao
P = P segundo Corolario 1.1.22.

SOBREJETIVO. Dado uma involucio S em E, defina P := v(S) = 1 (I +5) para
obter p(P)=2P—-I=(I+S5)-1=2S5.

INVERSA. Dada uma involugao S em F, no item anterior vimos que S = p(y(95)).
De outro lado y(p(P)) = v(2P —I) = 3(I + (2P — I)) = P. O

Involugoes e subespagos complementares

Definigao 7.2.4 (Involugdo/reflexo em torno de F' ao longo G). Seja (F,G)
um par de subespacgos complementares de E, escreva v € E = F' @& G na forma
v = f+ ¢ com tnicos elementos f € F e g € G, veja Teorema 2.3.4. A aplicacao

SF,G = PF,G — PG,F5 E—F (721)
¢ chamada de involugao (ou reflexao) de E em torno de F ao longo G.
Vamos justificar chamar Sr g de involugao em torno de F' ao longo G-

Lema 7.2.5. A aplicacdo Sp,¢ definida acima é uma involugdo de E. Os pontos
fizos e anti-fixos contém respectivamente F e G, em simbolos

F C FiX(SF’G), G C aFiX(Spﬁg). (7.2.2)
Valem igualdades nos casos dimE < oo ou 141 # 0 em K.

Ter igualdades em (7.2.2) é importante para consisténcia: como Sg ¢ euma
involugao o Lema 7.2.2 aplica e fala que Spc = Skix(Sp.q).aFix(Spc). Entao
espera-se igualdade dos pares (F, G) = (Fix(Sr.q), aFix(Sr.q)).

Demonstragao. Dado v € E, entao 3!f € F e dlg € G tal que v = f +g.
Linearidade: E ébvio como Sr ¢ é soma de dois operadores lineares.
S? = 1g: Usamos a defini¢do de S := Sp g e Lema 7.1.4 para obter

S*v =S ((Pr,c — Pa,r) (f +9))
=S(f-9)
= (Prc — Po,r)(f —9)
=f—(=9)

=".

G = aFix(SF,g): Como aFix(Sr ) = Fix(Sq,r) o préximo item aplica.

F = Fix(Spa): 'O Seja f € F. Como F = Im(Ppq) = Fix(Prg) e
F= N(PG’F) obtemos Sf = PF,Gf - ngpf = f

'>’Caso 14+ 1 # 0 em K: Escreva z € Fix(S) C F unicamente na forma
x=f+4+gonde f € FegeG. Entao

f+9=x=Sx=Pra(f+9)—Par(f+g9)=f—y.
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Assim g + g = O. Segundo Corolario 1.1.22 obtemos g = O. Entao z = f € F.
’>’ Caso dim E < co: Como (F,G) € SC e segundo Lema 7.2.2 (5% = If)

F @G = E =Fix(S) @ aFix(9).
Entao aplicando a férmula (7.0.2) a cada uma soma direta nos da as igualdades
dim F + dim G = dim E = dim Fix(S) + dim aFix(S).

Como 0 < dimF < dimFix(S) e 0 < dimG < dimaFix(S) segundo Teo-
rema 3.2.1 (c), as dimensoées devem ser iguais, ou seja

dim F' = dim Fix(S5), dim G = dim aFix(S5).

Mas, segundo Teorema 3.2.1 (d), inclusdo com a mesma dimensao implica igual-
dade, assim F' = Fix(S) e G = aFix(S). O

Exercicio 7.2.6. Faca um desenho de E = R? com dois subespacos F # G de
dimensao 1. Ilustre para varias escolhas de v € E, F, G a imagem S v usando
os vetores (pensa em flechas) Ppgv € —Pg pv.

7.3 Exercicios
Seja E um espago vetorial sobre um corpo K.

1. No plano R2, considere as retas Fy e Fy, definidas respectivamente pelas
equagoes y = ax e y = bx, onde a # b sdo numeros reais.
(a) Exprima v = (x,y) € R? como soma de um vetor de Fy e um de Fy.

(b) Seja P = Pr, r, € L(R?) a projecao sobre Fy paralelamente a Fy.
Obtenha a matriz [P] de P.

(c) Encontre a matriz [S] da reflexdo S = Sk, g, : R? — R?, em torno
da reta F5, paralelamente a Fj.

2. Exprima v = (2,9,2) € R?® como soma de um vetor do plano Fy, cuja
equacao é x +y — z = 0, com um vetor da reta Fh, gerada pelo vetor
(1,2,1). Conclua que R® = F; @ Fy. Determine a matriz [P] da projecio
P :R? = R? que tem imagem F) e niicleo F.

3. Dado P € L(FE), prove ou desprouve:

N(P)®Im(P) = P éprojegao de E.

(a) E

(b) E=N(P)+1Im(P) = P éprojegao de E.
)
)

(¢c) P é projegdo <& I — P é projegao.
(d) P éprojecio <« N(P)=Im(I-P) (& N -P)=Im(P)).
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4. Sejam Fy, Fy C FE subespacos com dim F; + dim F5, = dim F < co. Prove

E=F &l < FlmFQZ{O}.

5. Sejam Pi,..., P, : E — E operadores lineares tais que
P+--+P, =1 e Yi#j: PPj=0.
Prove que estes operadores sao projegoes.
6. Sejam P,@Q € L(E) projecoes e 1+1 # 0 em K, prove que sdo equivalentes:

(a) P+ @ é uma projecio;

(b) PQ+QP = O

(c) PQ=QP = 0.
[Para provar (b) = (c), multiplique & esquerda e & direita da hipdtese

P() = —QP por P e conclua O = PQP. Consequentemente O = OQ =
POPQ =P(—PQ)Q =—-PQ]

7. Seja E = F; & F5. O grafico de uma transformacao linear B : F; — F5 é
o subconjunto graph(B) := {v+ Bv |v € Fy} de E. Prove que
(a) graph(B) é um subespago de E;

(b) a projecdo P = Pp g, : E — E, restrita a graph(B), define um
isomorfismo entre graph(B) e F}.



Capitulo 8

Subespacos invariantes

Durante! o presente Capitulo 8 denotamos de A € £(E) uma transformacio
linear, alternativamente chamado de operador linear

A:E— FE, E=(FE+,K), n:=dimFE < oo

num espago vetorial E sobre um corpo K e de dimensao finita. No inicio do
capitulo a dimensao pode ser também infinita no qual caso usamos a notagao

A X = X, X=X+,.K), dim X € Ny U {0}

para indicar esta generalidade maior.

Ate o fim da Secao 8.1 Autovalores e autovetores o corpo K pode ser qualquer
um e a dimensdo do espaco vetorial pode ser infinito.? Na Secdo 8.2 Polinémio
carateristico aparece a) um polinémio e por isso suponhamos que o corpo K seja
infinito (como explicado no Apéndice B) e aparece b) o determinante e assim
a dimensao do espaco vetorial deve ser finita. Na Secao 8.3 Fxisténcia no caso
real e complexo encontramos subespagos invariantes nos casos K = R, C, porque
temos um 6timo conhecimento quantos raizes um polinémio complexo ou real
tem pelo minimo; veja Apéndice B.

Motivacao — diagonalizavel e triangularizavel

A matriz [A]z de A depende da base B de E. Assim chegamos naturalmente
ao desejo de escolher uma base X tal que a matriz toma uma forma simples,
por exemplo uma forma diagonal

A O 0 0
0 X O 0
Ay =1 - -~ - D =rdiag (A, .o, A (8.0.1)
0 ... 0 X1 O
0 ... ... 0 An

1Cap. 8 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 11 de julho de 2024
2 exceto na parte b) da Proposicio 8.1.5 quando aparece o determinante

97
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Tal simplificacdo maxima, para uma matriz diagonal, é realmente possivel para
a classe de operadores as quais admitem uma base composto de autovetores.
Um exemplo, no caso K = R, é a classe dos operadores auto-adjuntos — as quais
pode-se definir depois introduzir mais uma estrutura no espago vetorial — um
chamado produto interno o que vamos estudar no Capitulo 9.
Um exemplo, no caso K = C, é a classe dos operadores hermitianos as quais
estudamos no Capitulo 13 junto com produtos hermitianos.

Com uma matriz diagonal ficamos muito feliz. Mas se diagonalizar nao
da, o préximo nivel de felicidade é quando existe uma base que faz a matriz
triangular superior, ou seja

ai; ... Qin
(Al = o (8.0.2)
[¢2770)
onde os campos vazios em baixo da diagonal por convencao tem valor 0 € K.

Definicao 8.0.1. a) Uma transformacao linear A € L(E) que admite uma base
X tal que a matriz correspondente é diagonal é chamado de diagonalizavel.
b) Uma transformacao linear A € L(E) que admite uma base X" tal que a matriz
correspondente é triangular superior é chamado de triangularizavel.

Subespagos invariantes

Definigao 8.0.2. Um subespaco F' C X é chamado de invariante por A
se a imagem AF C F é contido no subespago. Neste caso o operador linear
Alp : F = F, f— Af, é chamado de restrigao de A.

Exemplo 8.0.3 (Subespacos invariantes). Seja A € L£(X).
a) F= {O} e F=X. (0s subespagos invariantes triviais)
b) F=N(A), Im(A), Fix(4), aFix(A). (subespacos invariantes canénicos de
A)
Lema 8.0.4 (Dimensao 1). Seja A € L(X) e F um subespago de dim F = 1.
F invariante por A < IA=XNA) eK: Af =\ \fVf€EF.

Demonstragao. “=" Fixe £ € F nao-nulo, assim B = {{} é base de F. Seja
f € F nao-nulo (para f = O vale AO = \O para qualquer um escalar A). Entéo
f = a& para um unico escalar nao-nulo a. Como F' é invariante por A temos
A€ € F e assim A¢ = A\¢ para um unico escalar A = A\(A,&). Vale

Af = A(ag) = a A€ = a(A) = A(a€) = M.

O A(A,€) depende de £7 Repetindo o argumento para £ € F nao-nulo obtemos
Af = A(a€) = GAE = 6(\) = A(af) = M.

Assim \f = M. Dai f # O implica que AA,¢) = ):\(A,g) Entao os escalares

A = ) sdo iguais e nao dependem nem de & nem de &, s6 de A.
“<” Um subespago é fechado sob multiplicagao escalar. O
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Lema 8.0.5 (Dimensao 2). Seja {u,v} C X um subconjunto LI, entdo
(u,v) invariante por A < Au, Av € (u,v).

Demonstrag¢ao. “=" Invaridncia por A junto com o fato que u,v € (u,v).

“<” Como B = {u,v} é uma base de (u,v), todo f € (u,v) é da forma f =
au + fv para escalares a, 8 € K. Assim Af = aAu+ SAv é elemento de (u,v),
porque Au e Av sdo e porque o subespago (u,v) é fechado sob - e +. O

8.1 Autovalores e autovetores

Definigao 8.1.1 (autovalor, autovetores, spectro). Seja A € L(X).

a) Por defini¢io chama-se um vetor nao-nulo
v e X\ {O} autovetor de A = N eK: Av=)v

em palavras, se a imagem Av é um multiplo de v. Neste caso o escalar \
é chamado de autovalor de A e v um autovetor associado a A. As
vezes é pratico denotar um autovetor associado a A da forma v).

b) O spectro de A é o conjunto composto de

{todos os autovalores de A} =: spec A.

Observagao 8.1.2. Tendo em vista o Lema 8.0.4 podemos resumir
achar autovetores & achar subespacos invariantes de dimensao 1.

Exercicio 8.1.3 (Autovetores nao sdo tnicos).

a) Os miltiplos nao-nulos de um autovetor sdo autovetores .

b) Somas de autovetores associados ao mesmo autovalor \ sdo autovetores.
Definicao 8.1.4 (Autosubespago e multiplicidade geométrica). Seja A € L(X).
a) Dado um autovalor A de A, entao o conjunto

Ey\ = E\(A) := {todos os autovetores de A associado a A\} U {O}

é um subespago de X chamado de autosubespacgo associado ao autova-
lor A. Note que Ey # {O}.

b) A multiplicidade geométrica de um autovalor A é a dimensao
gr = ga(A) :=dim E),
do autosubespago.

Proposicao 8.1.5. Seja A € L(X) e X € spec A, entao valem os seguintes:
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a
b

) Ex=N(AIx — A);
)

c) E\ C X € subespago invariante por A € L(X);
)
)

A €specA & A x — A nao admite inversa;

d) V€ € Ex\{O}: o subespago (§) € invariante por A € L(X);

e) Um subespago 1-dimensional invariante por A € composto de autovetores.

Demonstracdo. Abreviamos Ig e Ix de I.
a) Av=X v & (M- Ap=0.
b) A € spec A & Av = A paraum v # O < (A — A)v = O para um v # O
< Al — A néo injetivo < AI — A néo invertivel (Cor. 6.5.2 e Prop. 6.4.4).
c¢) Para v € E) vale Av = \v € E) como o subespago E) é fechado sob “.”.
d) Seja af € (€), entdo A(af) = aAf = al € (§).

e) Lema 8.0.4. O
Teorema 8.1.6 (Autovetores associado a autovalores diferentes sdo LI). Se
Ay ...y A sdo autovalores dois-a-dois diferentes de A € L(X), entdo qualquer
escolha {&1,...,&} de autovetores associados forma um conjunto LI.

Demonstracdo. Indugao sobre o nimero k de autovalores.
k = 1. Como é autovetor & é nao-nulo, assim {&y, } é LI
k — 1 = k. Dado escalares ag, ..., ok, suponhamos que

b+t by = O
Aplicamos A para obtemos

(e %1 Afl +-~-+OékA£k = A0 =0.
A1€1 Akk

Adicionamos a esta equagdo (—Ag) vezes a equacdo anterior, obtemos

al()\l — )\k)fl + -+ O‘k—l()\k—l - )\k) 1+ 0=0.
———r ~————

70 #0
Pela hip6tese k — 1 da indugao {&1,...,&k—1} é LI, entdo cada um coeficiente
anula-se, consequentemente 0 = oy = -+ = a—1. Com estes valores a equagao
no inicio da inducao reduz-se a axé, = O, entao como um autovetor nao se
anula segue que oy = 0 segundo (1.1.3). O

Coroldrio 8.1.7 (Nao tem mais autovalores como dim E).
n:=dimFE = |spec A|] < n.

Demonstragdo. Se por absurdo |spec A| > n, entao segundo Teorema 8.1.6 pode-
se escolher um conjunto LI composto de mais como dim E elementos. Mas isso
contradiz Corolério 3.1.15. O
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Exemplos
Exemplo 8.1.8. Para A € £(X) tem-se autosubespagos
N(A) = Ey, FixA = Eq, aFixA=F_q,
sempre se um dos trés subespagos é nao -trivial.
Exemplo 8.1.9 (Rotagoes, reflexdes, cisalhamento). Denotamos de A o ope-

rador linear na consideragao e de F, F' subespagos invariantes por A dos quais F
tem dimensao 1 — entao E é autosubespaco, enquanto F' nao necessariamente é.

aboslaparo: [Fe E (]

'S‘uéegps', E/;C
wvpar A Spee A E,

o~ F | WEcwkr f+17 E="

VEcer (-1 fp=¢"

© wis Mu/eﬁ/'/lb 7& Sj

e 7 (189°)

Figura 8.1: Rotacao Ry no plano pelo angulo 6

Gubo sbeapogo:
§‘uesp9. E/
(W pas A SpechA Es

= “a
2 Ao=1 VEc K3 f+16 E=g%
2 A
A
7 E=e'so-z ?flf freate-
\/ECP('Mry v -1 E_ :'p(a—\q-,(;
'
A ,
+ E =exo-2 §+0f £, saim-2
&y

Figura 8.2: Rotagdo A, no espaco em torno do eixo z pelo dngulo «
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b sbeapago:
Saegps'. €r$

S= SG,L ) P:@.L (v pv A S/lef’/\ ED
V
.'/ E=L (—if B =L
g: /SV VY Eco o itf E=6

Figura 8.3: Reflexdo S = 2P — I sobre G paralelamente L

ack  Gabosbepao:
:?Uegpg, E,;
C‘o_ P [QQ —> Kz (l,\l/./)g\//} SP'CLA ED

31 (1o 5 G | e c e 508 E=r?
d q VEc®

o

Ecevo—x §eif E(Cq\bfx'

Figura 8.4: Cisalhamento C,: R? — R?, dado a € R

Diagonalizacao

Coroldrio 8.1.10 (Diagonalizavel). Se A € L(E) possui n = dim E < oo au-
tovalores dois-a-dois diferentes A1, ..., A, entao obtém-se uma matriz diagonal

[A], = diag[A1, ..., A\
veja (8.0.1), para qualquer selecio X = {&1,...,&,} de autovetores associados.
Demonstragdo. A i-ésima coluna da matriz [A], é composto dos coeficientes de
A =M =€ 0t 4 €1 0 & N+ Epr 0o+ 600
veja (5.2.1). O

O exercicio seguinte diz que um operador A € L(F) é diagonalizavel se, e
somente se, existe uma base B de E composto de autovetores de A.
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Exercicio 8.1.11 (Matrizes diagonais). Mostre o seguinte.

(i) A matriz de um operador A € L(E) em respeito a uma base X =
{&1,...,&,} composto de autovetores é a matriz diagonal

[A], = diag[A1, ..., A\

cujas entradas ao longo da diagonal sao os autovalores correspondentes.

(ii) Vice versa, se a matriz de um operador A € L(E) em respeito a uma base
B={&,...,&} de E ji é uma matriz diagonal

[A]z = diag[air, - . ., ann)
entdo cada um elemento a;; na diagonal é autovalor de A e &; é autovetor.

Comentario 8.1.12 (Matrizes triangulares — autovalores ainda na diagonal).
Se a matriz [A]4 s6 ¢ triangular cada um elemento a;; na diagonal continua ser
autovalor de A, mas os elementos da base BB geralmente nao sdo mais autovetores.
Em vez de construir para os a;; autovetores a mao, é recomendavel esperar a
introdugao do polinémio caracteristico, veja Lema 8.2.3.

Aplicagao: calculagao de poténcia de operadores

Seja B uma base de F e seja X uma base composto de autovetores do ope-
rador A € L(E) com autovalores associados A;. Entao

diag[A1, ..., An] = [A]x,x = [IE]B,X [A]B,B [IE]X,B

em outros simbolos, denotando de p = [Ig] 5 a matriz de passagem

diag[A1,...,\] =p lap, a:= [Alz 5-

Resolvemos para a = p~ldiag[\1,..., \,] P 0 que, para k € N, traduz em
ak = pdiag[\F,..., \¥]p~L.

Observe que no lado direito s6 temos que multiplicar trés matrizes. O Exercicio 1
na Secao 8 ilustra esta técnica de calcular poténcias de matrizes e operadores.
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8.2 Polindmio caracteristico

Nesta Secao 8.2, como utilizamos o determinante, suponhamos que E é um
espaco vetorial de dimensao n finita e para podermos trabalhar com polinémios
suponhamos que o corpo K seja infinito, veja Apéndice B.

Teorema 8.2.1 (Polinémio caracteristico). Seja A € L(E) um operador linear.
a) As raizes® do polinémio caracteristico de A

pa(N) : =det (Mg — A) AeK
= det (A1, — a) ,a:=[Alg (8.2.1)
=:pa(N)

onde B € qualquer base ordenada de E, sdo os autovalores de A, assim
spec A ={Xg € K|pa(Xg) =0}.

A ordem m de uma raiz \o,* veja (B.3.1), chama-se de multiplicidade
algébrica do autovalor Ao e usamos o simbolo alg, = m.

b) Dada uma matriz quadrada a € M(n x n; K), entao o polinémio pa € P, (K)
€ monico e de grau n.

Demonstragao. a) Segundo Proposigao 8.1.5 b) vale que A € spec A < A\g— A
nao é invertivel. Mas isso é equivalente que o determinante do operador anula-se,
ou seja det (A\[g — A) = det (AL, — [A]z) = 0, veja Teorema A.4.5.

b) Segue da férmula (D.3.1) em [Sall9] a qual ndo vale sé para o corpo R,
mas também para gerais corpos infinitos K. O

Comentario 8.2.2 (A convengao (8.2.1) faz p4(\) ménico). Uns autores usam
a ordem oposta det (A — Alg) o que difere de ps(\) por um fator (—1)", veja
por exemplo [Sall9, Ap.D.3]. No todo caso as raizes sdo as mesmas. Mas o
polinémio p4(A) é mdnico, veja Defini¢ao B.3.3, o outro s6 quando n é par.

Teorema 8.2.1 reduze existéncia de autovalores, entao autovetores (ou equi-
valentemente subespagos invariantes de dimensdo 1), a existéncia de raizes de
um polinémio com coeficientes em K e de grau n = dim E. Nos casos impor-
tantes K = C e K = R, tratados na Segao 8.3, tem-se conhecimento 6timo sobre
raizes, veja Apéndice B.4.

Lema 8.2.3. Seja A € L(E) e seja B base de E. Se a matriz a := [A]g € trian-
gular, entdo os elementos a;; € K da diagonal sdo autovalores do operador A.

Demonstra¢do. O determinante de uma matriz triangular
pa(A) =det (A1, —a)=(A—a11) - (A — ann)

é o produto dos elementos da diagonal. O

3 as raizes de um polinémio p sdo os pontos A nos quais o polinémio anula-se p(A) =0

4 0 maior inteiro m tal que pa(A) = (A — Xo)™ - ¢()), onde g(\) é ainda um polinémio
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Lema 8.2.4 (Polinémio caracteristico da inversa). Para A € L(E) invertivel

_\\dim E
pa(N) =S pa(3).
Demonstrago. pa—1(X)det A = det((A g — A7) A) = det(=A(31p — 4)). O

Lema 8.2.5 (Restricdo a subespago invariante — divisor). Dado um operador
linear A: E — E e um subespago invariante ' C E. Seja A': F — F a
restricao de A. Entdo o polindémio caracteristico pa € um divisor do polinémio
caracteristico pa, ou seja

pa(A) =pa(A) - q(X)
para um polinémio q(N).

Demonstracao. Seja a’ a matriz de A’ numa base B’ de F e a a matriz de A
numa base B contendo B’. Seja k = dim F e n = dim F, entao

_(a’ b (AL —a’ b
a_(O c)’ )\lln—a—< 0 )\]ln_kc)'

A férmula (A.4.3) do determinante de uma matriz triangular de blocos diz que
pa(A) : =det (A1, — a)
= det (A1, —a’) - det (A\1,,_p — ¢)
=par(N) -q(N)

onde ¢(\) = det (AL,_ — c). O

Multiplicidades — desigualdade e igualdade
Proposicao 8.2.6 (Desigualdade). Para os autovalores Ay € spec A vale que

9x, = dim By < alg,, . (8.2.2)

e Igualdade vale, segundo Proposicao 8.2.7, para operadores auto-adjuntos
(Teorema 11.3.3), ortogonais,” hermitianos, e unitarios.

e Desigualdade estrita tem-se para o cisalhamento C; € L(R?), veja
Figura 8.4. No caso C o leitor pode verificar que g1 =1 < 2 = alg;.

Demonstrag¢iao. Como Ey, é um subespago invariante de A (Proposi¢ao 8.1.5)
consideramos a restricdo A’ de A a E), a qual A" = M\I: E), — E), é multi-
plicagao por A\g. Note que o polinémio caracteristico da restricao é

pAa’ ()\) = det (AIEAO — AOIEAO) = (A - Ao)gko.

5 Isso nao implica diagonalizavel, poderia ter ’falta’ de autovalores: A rotagdo por § = /2
no plano é ortogonal mas nao possui autovalores (reais).
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Pelo Lema 8.2.5 o polinémio caracteristico de A é um muiltiplo do polinémio
caracteristico da restricao A’, ou seja

pa(A) =par(A) - q(A) = (A = Ag)P0 - ()

para um polindmio ¢(A). Mas ¢ também poderia ter, ou ndo, uma raiz no

ponto Ag e consequentemente ser da forma g(A) = (A — Ag) - ¢(A\) para um
polindémio ¢, veja Teorema B.3.1. Isso prova que a ordem da raiz A\g do polinémio
caracteristico de A é pelo menos gy,. O

Proposicao 8.2.7 (Igualdade). Seja A € L(E) um operador linear. Suponha
que B = {&,...,&.} € uma base de E composto de autovetores de A. Sejam
A, .- A € K 0s autovalores (2-a-2 diferentes) de A. Entdo vale que

Ex,®---®OFE, =FE, gx, =algy,, i=1,...,m

Além disso o subconjunto B; C B composto dos autovetores associados ao auto-
valor \; € uma base do autosubespaco Ey,;.

Demonstracao. Conforme Teorema 8.1.6 a soma ¢é direta Ey, @ --- @ E), C E.
Dai gx, +---+gx, < dim E = n. Seja F; o subespaco gerado por ;. Como B; C
E), segue a inclusdo F; C E), e dai |B;| < g, Obtemos as duas desigualdades

n=|B]= B[+ 4B < g+ +ag <n (8.2.3)

As duas desigualdades em (8.2.3) séo igualdades. Dail dim(Ey, @ --- @ E\,.) =
dim F e por isso Ey, ®---@® E),. = E segundo Teorema 3.2.1 (d). Além disso as
quatro igualdades em (8.2.3), junto com 0 < |B;| < gy, mostram que |B;| = gy,
para todos os i. Por isso F; = E), e B; é base de Ej,. De (8.2.2) obtemos

n=gx +--+gr <algy 4+ Falg, <deg(pa) =n

onde a ultima desigualdade ¢é o fato que um polindmio nao tem mais raizes como
indica o seu grau. As desigualdades sao igualdades e, junto com 0 < gy, < alg,,
segue que gy, = alg,, para todos os i. O

Operadores reais
Existéncia de um autovalor na dimensao impar

Teorema 8.2.8. Cada um operador linear num espago vetorial real de dimensao
impar possui pelo menos um autovalor.

Demonstracdo. O polinémio caracteristico é um polinémio real de grau impar
e assim possui pelo menos uma raiz. O

Na dimensao par ja temos visto na Figura 8.1 exemplos sem autovalores: quase
todas rotagoes no plano.
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Triangularizavel

Teorema 8.2.9. Um operador linear num espaco vetorial real E de dimensao
n cujo polindmio caracteristico pa possuin raizes (reais e contadas com multi-
plicidade)® é triangularizdvel.

O cisalhamento C, : R2 — R?, veja Figura 8.4, é triangular e e seu polinoémio
caracteristico tem duas raizes. Como o tnico subespago invariante de dimensao
1 é o eixo-z o cisalhamento nao é diagonalizdvel.

O polinémio caracteristico na dimensao 2

Comecgamos com uma preparacao técnica.

Lema 8.2.10. Sejad = {&1,&} C E LI e a,b,c,d € K, entao o conjunto

{a&1 + b, ¢y +dé} éLD & ad—be=0.
—— ——
=v1 =iv2
Demonstra¢do. Provamos que LI é equivalente a desigualdade # 0. Seja F :=
(€1, &2) com base U e seja G := (v1,v2). Entao LI significa que o operador linear
A : F — G definido por A& = vy e A& = vg, assim levando base em base, é um

isomorfismo segundo Teorema 6.4.7. Mas isso é equivalente a sua matriz [A],,
ser invertivel e isso a seu determinante nao ser nulo 0 # det [A],, = ad —bc. O

Seja A € L(E) um operador linear e B = {£1, &} uma base de E. Escrevemos

ai= Ll =[5 7]

e calculamos

=@A-a)(A=90) - By

=22~ (a+ A+ ad — By (8.2.4)
=) — (tra)\ + deta
=A% — (tr A)\ + det A.

Note que traco e determinante de [A],; nao dependem da escolha da base B;
veja (5.3.6) e (5.3.4).

As colunas da matriz a := [A]; sdo os coeficientes de A = {1+ &6 e de
A&y = &7 + €20 segundo definigdo (5.2.1). Para A € K e I = I obtemos

(M — Ay = (A — a)éy — B =: vy,
(M — Ay = —v& + (A — )& = va.

6 equivalentemente o polinémio caracteristico é o produto de fatores reais do primeiro grau
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Obtemos as trés equivaléncias seguintes usando, respectivamente, Pro-
posicao 8.1.5 b), o fato que {£1,&2} é base, e Lema 8.2.10, a saber

A €specA & A — A € L(F) ndo é um isomorfismo
=4 {Ul, 1}2} é LD
(8.2.4)
S0=A-a)A=0) =By =" pa(A).
Em resumo, na dimensao dois temos mostrado

A €spec A (ou seja A autovalor) & pa(A\) =0.

Teorema 8.2.11 (dim E = 2). Dado um operador linear A € L(E), entdo as
raizes do polinémio caracteristico de A

pa K=K, A= A2 — (trA)\ +det A

onde
trA:=tr [A]lz, detA:=det[A]g

s@o os autovalores de A, assim spec A= {X € K| pa(\) =0}.
Comentario 8.2.12 (Corpo K = R). As raizes de um polinémio real quadratico
ar? +br+c=0

existem no caso b? > 4ac e sao dados pela férmula

_ —b+Vb? —4dac
o 2a ’

bV —4c

5 (8.2.5)

T4 nocasoa =1: =4

Exemplo 8.2.13. Determine o spectro e os autosubespacos da matriz real
o 4 3
o2

Uma solugao. Passo 1 — autovalores. Temos que determinar, se existir, os
autovalores as quais sao as raizes reais do polinomio caracteristico

pa(A) : = A2 — (tra)\ + deta
=X - (4+2A+(4-2-1-3)
=A% — 6\ +5.

Encontramos as raizes através da férmula (8.2.5) obtendo

~ 6++/36 20
===

s =3+2  A_=1, A, =5

Assim speca = {1,5}.
Passo 2 — autosubespacgos. Isto é o nicleo da matriz A1 — a para A = 1, 5.
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E; = N(1—a): Depois calcular a matriz 1 — a escalonamos ela e resolvemos
de baixo para cima, veja Exemplo 6.6.2. Ou seja

BCE EIRETH

1 -1 11 0 0

O SL obtida é z +y =0 e assim y = —z para € R. Assim E; = R(1,—1).
Es = N(51 — a): Analogamente

aca [l 3] 5

-1 3 0 0
O SL obtida é x — 3y = 0 e assim © = 3y para y € R. Assim F5 = R(3,1).

Comentario 8.2.14 (Truque de autovetores). Seja a uma matriz real 2 x 2
nao-nula e A um autovalor (real ou complexo). Entao

Al —a= [a ﬂ = a{_ﬁ] —A{_ﬂ
x % « o}
se a primeira linha nao é nula. Caso a primeira linha é nula, use a segunda

linha, dizemos (v, d), para obter um autovetor (—d,~).

Demonstra¢do. Como A é autovalor, a matriz A1 — a nao é invertivel. Daf as
duas linhas sdo LD, e a segunda é um multiplo (real ou complexo) da primeira

_|a B _|a B
)\ll—a—[* *}_[ca CB]

O vetor (—f, «) estd no nicleo desta matriz. O
Exercicio 8.2.15. Determine autovalores e autosubespacos do operador linear

A: Pi(R) = P1(R), a+bx v (4da+ 3b) + (a+ 2b)z.

8.3 Existéncia no caso real e complexo

Nesta secao restringimos a espagos vetoriais reais ou complexos (K = R, C)
de dimensao finita n e a operadores lineares A em F, ou seja A € L(E).

Caso real

Teorema 8.3.1 (Existéncia). Um operador linear A num espago vetorial real E
de dimensao finita admite um subespaco invariante F de dimensao 1 ou 2.

Demonstracao. Teorema C.5.1 O]

A rotagdo Ry no plano por um angulo #, ndo um miltiplo inteiro de T,
em simbolos 6 ¢ 7Z, ndo tem um subespaco invariante de dimensdo 1, mas de
dimenséo 2 — o plano mesmo. O cisalhamento C; € £L(R?), veja Figura 8.4, tem
um subespago invariante de dimensao 1, o eixo x, mas nao de dimensao 2.
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Caso complexo

Teorema 8.3.2 (Existéncia). Um operador linear A num espago vetorial com-
plexo E de dimensdo finita admite um subespacgo invariante F de dimensdo 1.
FEquivalentemente A admite um autovalor.

Demonstrag¢ao. O polindmio caracteristico pa(A\) é um polinémio complexo e
assim possui uma raiz segundo Teorema B.4.1. O
8.4 Exercicios

1. Seja A:R? = R? (z,y) — (3x +y, 2z + 2y).

(a) Mostre que 4 e 1 sdo autovalores de A.
(b) Ache uma base ordenada B = (u,v) de R? tal que

Au = 4u e Av =nw.

. 1 - ,
(c) Dada a matriz a = {3 ] , ache uma matriz invertivel p tal que

2 2
[0

(d) Calcule A1°.
2. Dado a € R3\ {0}, determine os subespagos de R? invariantes por
AR 5 R3, Vi a X,
onde o produto vetorial x é definido no Exercicio 5.4.5.
3. Sejam A, B € L(E) operadores que comutam: AB = BA. Prove que

(a) N(B) e Im(B) sao subespagos invariantes por A;

(b) se F é um subespaco invariante por A, entdo BF := {Bf: f€ F} é
ainda um subespaco invariante por A.

4. Dado A € L(F) e um polindmio p = p(x), prove que niicleo e imagem do
operador p(A) € L(E) (Definicao C.5.2) sdo subespagos invariantes por A.

5. Mostre que o operador derivagdo no espago P(R) dos polinémios reais
D:P(R)— P[R), p(x)—p(x):= %p(m)
tem spectro {0} e Ey =R C P(R) é composto dos polindmios constantes.

6. Seja A € L(FE), prove que
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(a) A invertivel <= A nao possui autovalor 0;

(b) se A é invertivel, entdo os autovetores de A e A~! coincidem. E os
autovalores?

7. Seja A : R™ — R"™ o operador linear cuja matriz na base candnica tem
todas as entradas iguais a 1. Prove que

Exiba uma base de R™ na qual a matriz de A tem n? — 1 zeros.

8. Mostre que todo operador A € L(R"™) de posto 1 possui um autovetor v
cujo autovalor A é o traco de A.
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Capitulo 9

Produto interno

Neste! Capitulo 9 consideramos exclusivamente espacos vetoriais reais
(X7+7'7R)7 (E7+7',R), n:=dimF < co.

O uso das letras F, F, G sinaliza dimensao finita enquanto dim X € Ny U {oo}.

Produtos internos (-, -) s6 sao definidos para espagos vetoriais reais (K = R).
Pode-se definir produtos similares, mas nao iguais, em espagos vetoriais com-
plexos (K = C). Eles sdo chamados de produtos hermitianos, veja Capitulo 13.

9.1 Produto interno, norma, métrica

Definicao 9.1.1 (Produto interno). Um produto interno?

rial real X é uma funcgao de duas varidveis

num espaco veto-

() X xX =R, (u,0)— {u,v)

a qual satisfaz os trés axiomas

(SIM) (u,v) = (v, u) (simetria)
(BL) (u+ a,v) = (u,v) + (4,v), {(au,v) = alu,v) (l)i*]il](‘;l]'i(la(l(‘)g
(POS) u#0 = (u,u) >0 (positividade)

para todos os vetores u, v, 1,0 € X e escalares a € R. Neste caso X é chamado
de espago vetorial com produto interno.

Lema 9.1.2. Num espaco vetorial X com produto interno vale

1Cap. 9 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 11 de julho de 2024

2 Produtos internos sio também chamados de produtos escalares.

3 Note que simetria implica linearidade também na segunda varidvel, por isso o nome para,
o axioma dois, abreviando bi-linearidade, é justificado.

115
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a) (v,0) =0 Vv e X;
(ND) (u,v) = (t,v) YveX = u=u; (nao-degenerado)
(ND)/ (u,v} =0 YweX = u=0. (ndo-degenerado)’
Demonstragao. (a) Dado v,w € X, vale (v, w) + (v, O) () (v, w4+ O) = (v, w).
(ND) Escrevendo a hipétese na forma (u — i, v) = 0 Vo, resta aplicar (ND)'.
(ND)" Suponha por absurdo u # O. A hipdtese para v = u mostra que {(u,u) =0
em contradi¢ao ao axioma (P0S). O

Lema 9.1.3 (Critério para dois operadores sdo iguais). Dado operadores A, B €
L(E,F) e basesU ={&,...,&} eV ={m,...,nm}, entio

Demonstrag¢io. “=" Trivial. “«<” Axioma (BL) na primeira entrada de (-,-) e
propriedade (ND) em Lema 9.1.2. O

Exemplo 9.1.4 (Produto euclidiano em R™). A funcao
(9 : R"xXR" > R
W
(z,y) =» z1y1 + -+ TpYn = [3:1 xn] :
Yn
é chamado de produto euclidiano em R™. O leitor pode verificar os 3 axiomas.

Caso nao especificamos diferentemente o R™ sempre serd munido do produto
euclidiano.

Exemplo 9.1.5 (Produto interno mediante integracao). No espaco vetorial
C%([a, b]) das fungoes reais continuas num intervalo [a, b] integracao

b
@m:/f@mmm (9.1.1)

define um produto interno. Deixamos ao leitor verificar os 3 axiomas.

Exemplo 9.1.6 (Integracdo nao dando produto interno). No espaco vetorial
C°(R) das fungoes reais continuas no R inteiro, integracio, nem sobre R, nem
sobre um intervalo [a, b],

oo b
me:[.MM@M7 mm:/ﬂWMMx

define um produto interno em C°(R), nio.
O problema no primeiro caso séo valores infinitos, por exemplo (2, 3),, = co.
O problema no segundo caso é o axioma (P0S). Seja u: R — R uma funcéo
continua a qual anula-se em [a, b], mas ndo no complemento inteiro. Por exem-
plo, suponha u(b+ 1) = 1. Assim u # O néo é a fungdo nula, mas a integral

(u,u) = f: u(x)? dx = 0 ndo é positivo.
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Exemplo 9.1.7 (Polindémios em R e integracao sobre [a,b]). Em contraste ao
espaco C°(R), no espago vetorial dos polinémios P(R) integracio sobre [a, b]
produz um produto interno! Deixamos ao leitor mostrar que (9.1.1) realmente
satisfaz o axioma (P0S).

[Dica: Em quantos pontos um polindémio de grau n pode-se anular no méximo?|

Normas — norma induzida

Definigcao 9.1.8. Uma norma num espago vetorial real X é uma fungao
HX—)[0,00), l’i—>|l’|

a qual satisfaz os trés axiomas

(HOM) lax| = o || (homogeneidade) = |0| =0
(A) |z +y| < |z| + |y (desigualdade triangular)
(POS) z£0=|z|>0 (positividade)

para todos os vetores z,y € X e escalares o € R. Neste caso X é chamado de
espago vetorial normado.

Defini¢ao 9.1.9 (Norma induzida). Num espaco vetorial X com produto in-
terno existe para cada um vetor v um ntmero nao-negativo

o] = ],y ==V (v,0) >0

chamado de norma induzida de v, ou informalmente o “comprimento” do
vetor. Um vetor de comprimento |v| = 1 é chamado de vetor unitirio. A
notacao v sinaliza que trata-se de um vetor unitario.

Exercicio 9.1.10. (a) A norma induzida é uma norma.
(b) Dado um vetor nao-nulo u, entao 4 := \TIIU é um vetor unitario.

Métricas — métrica induzida

4

Definicao 9.1.11. Uma métrica® num conjunto M é uma fungao

d: M x M — [0,00)
(¢,p) = d(q,p)

a qual satisfaz os trés axiomas

(SIM)  d(q,p) = d(p,q) (simetria)
(A) d(q, 7’) < d(q,p) + d(p7 T) (desigualdade triangular)
(POS)  d(q,q) =0 mas g #p=d(qg,p) >0 (positividade)

4 Métricas sdo também chamadas de fungdes distancia ou simplesmente distancias.
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: (M/OW - PR W()L/Vf(d)
v (X, 1) _— *opeen bov i ado

%/}at‘,n (o
// pvodu&; tudsius

(E, ¢, Y)

Figura 9.1: Produto interno — norma — funcao distancia

para todos os pontos ¢,p € M. Neste caso M é chamado de espago métrico.
Definicao 9.1.12 (Métrica induzida). Num espago vetorial normado a fungao
d(x,y) = dy(z,y) == |z —y|
é chamado de métrica induzida ou distancia entre dois pontos.
Exercicio 9.1.13. A métrica induzida d(z,y) := |z — y| é uma métrica.
Entao produtos internos disponibilizam normas e normas disponibilizam
distancias. As inclusées sao ilustrados na Figura 9.1.

9.1.1 Produto interno e espaco dual — dualidade

Um produto interno (-, ) num espago vetorial E' com dim F = n finita dis-
ponibiliza um isomorfismo canénico® entre F e seu espaco dual

DiB B =AW o1

chamado de dualidade e onde (v,-) é a transformagao linear abreviada de
v = (v,): E—=> R, ur (v,u).
Teorema 9.1.14 (Dualidade). O operador D em (9.1.2) é um isomorfismo.

Demonstragdo. Linearidade de (9.1.2) vale segundo o axioma (BL) de bi-
linearidade. Injetividade vale segundo o axioma (POS) na sua incarnagio (ND)'.
Sobrejetividade é equivalente a injetividade segundo Corolario 6.5.2 porque as
dimensoes dim F = n = dim E* sao iguais segundo Lema 4.1.20. O

5 Canénico significa sem a necessidade de fazer escolhas das quais o objeto construido
eventualmente vai depender. Por exemplo, se dim E = dim F, entdao F e F' sdo isomorfos
segundo Corolério 6.4.9, mas ndo tem um isomorfismo canénico geralmente. Mas um isomor-
fismo com muita escolha geralmente ndo pode extrair informagoes intrinsecas.
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Exercicio 9.1.15 (Produto interno induzido no espaco dual). Mostre que
(Ye:=(D' D7) E*xE* - R

é um produto interno no espago dual de F.

Exercicio 9.1.16. Seja E um espago vetorial com produto interno (-, -) e seja

B = {&,...,&} uma base de E. Dado ndmeros a,...,a, € R, prove que
existe um tnico vetor w € E tal que

<’LU,£1> =01, ..., <wv£n> = Olp.
As afirmag6es continuam em Lema 9.1.17.
[Dica: Proposicao 4.1.12 diz que uma transformacao linear ¢: F — R é deter-
minada por seus valores numa base, dizemos ¥¢; := ;. Defina w := D~1.]

Lema 9.1.17 (Continuando Exercicio 9.1.16). Seja E um espago vetorial com
produto interno (-,-) e seja B = {&1,...,&,} uma base de E. Prove que existe
uma Unica base V = {n1,...,n,} de E tal que

<nia€j>:5ij7 iajzla"'vn

Defina a;;j = (§;,§;) eb;j == (n;,m;), ondei,j =1,...,n. Prove que as matrizes
a = (a;;) e b= (b;;) sdo inversas uma da outra.

Demonstrag¢io. Dado uma base B = {&1,...,&,} de E, seja B* = {¢1,...0n}
a base dual (4.1.6) de E*. Isomorfismos levam base em base (Teorema 6.4.7),
assim V := D~!'B* é uma base de E. Para os elementos n; := D~ '¢; de V vale

(416

(0.1.2) .
<7h,§j> < 1¢l7§]> (D(D 1¢1)) 5] ¢§j = 1]
Segundo Teorema 5.2.7 Iy = D~'D traduz em [Ig]g g = [D7'D] ; . Assim

(5.2.4) (5.2.6) [

1 [Iglgs=[D'D] 5.5 D! D] 3. = ba

g s

onde resta provar a dltima identidade. (Como as matrizes sdo quadradas 1 = ba
é equivalente a 1 = ab.) Mais detalhado, resta provar que

ci=[D7 g g=b=((nim)) . d:=[Dlgu =a:=((&&)).

Comegamos com a deﬁni(;éo de

(glclj gncnj)

b
:¢( 1¢J)

b

( 'SZ)CZJ

C;
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onde * vale por definigdo (5.2.1) da matriz [Dfl]B* 5 = (¢ij). Deixamos ao
leitor provar similarmente a;; = d;;. O

9.1.2 Produto interno e matrizes simétricas positivas

Consideramos um espago vetorial real E de dimensao finita n. Escolhendo
uma base ordenada B permite traduzir cada um vetor numa lista de n niimeros
reais, o vetor coordenada. Vamos ver como identificar produtos internos com
uma classe de matrizes quadradas.

Vai ser 1til escrever vetores coordenadas como matrizes coluna. Denotamos de

Uy
u:= || eMnxl)

Un

o vetor coordenada [u]z de um vetor u em respeito a base B, veja (5.1.2).

Produto interno associado a uma base ordenada

Proposicao 9.1.18 (Existéncia de produtos internos). Um espago vetorial real
FE de dimensdo finita admite um produto interno.

Demonstra¢ao. Dado uma base ordenada B = {&1,...,&,} de E, defina

(u,v)p := (u,v), :=u'v (9.1.3)
para u,v € E onde u = [u]z € M(n x 1) é o vetor coordenada escrito como
matriz coluna. Os axiomas do produto euclidiano (-,-)o no R™ implicam os
axiomas correspondentes para (-, ). O

Exercicio 9.1.19. Seja £ = R™. Mostre que o produto interno associado a
base canoénica (-,-)g = (-, ) reproduz o produto euclidiano no R™.

A matriz de um produto interno

Definigao 9.1.20 (Matriz de um produto interno). Seja E um espago vetorial

munido de um produto interno (-, -). Dado uma base ordenada B = {&1,...,&,}
de F, calcule todos os nimeros reais
9ij = (&, &)

e coloque numa matriz quadrada denotada, dependente do contexto, de

g =85 = (9ij); j—, € M(n xn).

Esta matriz é chamada de matriz do produto interno em respeito & base B.
Verifique que a matriz real quadrada g é simétrica e também positiva, ou seja

n
Z gijuiu; > 0

ij=1
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para todas as listas nao nulas © € R™. Denotamos de
S*(n) C M(n x n)
o subconjunto composto das matrizes reais n X n simétricas e positivas.

Comentario 9.1.21. Seja g = gp a matriz de um produto interno (,-)
em respeito a uma base ordenada B de E. Usando vetores coordenadas
u = [ulz € M(n x 1) podemos exprimir o produto interno em E através do
produto euclidiano assim

(u,v) = <Z Uifi»zvjfj> = > wigiv;
i j i-j=1 (9.1.4)

_ t _
=u_ g v _=(ugv),

IXn pxnp nx1

para todos os vetores u,v de F.
Vice versa, dada uma base ordenada B de E, a férmula (9.1.4) define um
produto interno em FE para cada uma matriz simétrica positiva s, em simbolos

dp: ST (n) BRI {produtos internos em E}, s ([]z,s[]z)0-

A aplicagao @5 é uma bijegao entre conjuntos. Sobrejetivo: escolha um produto
interno em FE e use para s a matriz dele. Injetivo: aplique Lema 9.1.3.

Exemplo 9.1.22. Nos polindémios reais de grau menor ou igual um
P1(R) := {p(x) = ap + a1z | apg,a1 € R}
considere a base ordenada B = (£1,&2) = (3,1 + z). Integragao
1
(p,q) = / p(z)q(z) dx
-1
da um produto interno em P;(R) cuja matriz em respeito a B tem entradas

1
g1 = <§1,§1>=/ 3-3dr = 9z|", = 18,

—1

1
g i= (e, = [ (L40) Lro)do= (v ot a3, =873,

-1

1
g12 = (&1,62) :/ 3(1+z)de = (3$+3z2/2)|1—1 =6,

-1
(sIM)

g21 = (£2,&1) =" (&1,&) = g12 = 6.

Exercicio 9.1.23 (Continuamos Exemplo 9.1.22). Determine a distancia

d(1,6) =& — &| = V(6 — &.6 — &)
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dos dois membros da base de £ = P;.

Uma solugao em E. Inserindo na féormula obtemos para o quadrado

1
26
A&l = [ -0+ do—or2+ 1)L, =T
] ————
! 4+-4x+22

Outra solugao em coordenadas. A matriz g, jd conhecemos, calculamos

-l = el — el = |o| - ] = |24

Com isso, usando (9.1.4) no primeiro passo, obtemos

d(&1,6)% = ([&1 — &g 9]z (6 — &
1

L[S sl [

I8)o

I

9.2 Plano euclidiano: Angulos e comprimentos

Depois as definicoes abstratas da prévia Secao 9.1 uns leitores deviam-se
perguntar como os matematicos chegaram a estas férmulas? Como chegaram a
nocao de produto interno? Isso tem uma significdncia no dia a dia?

O curso “Algebra Linear”, bem abstrato e algébrico, é baseado no curso
“Geometria Analitica”, bem geométrico. Esta ordem reflete o desenvolvimento
histérico. Os gregos Pitdgoras (aprox. 570-495 antes do Cristo) e Euclides
(aprox. 325-270 antes do Cristo), entre outros, estudaram a geometria no plano
e o francés René Descartes (1596-1650) introduziu uma ferramenta — o sistema de
coordenadas Cartesianas (1637) veja Definigdo 0.0.4 — para traduzir os estudos
geométricos do plano no universo da algebra.

Vamos lembrar o lado da algebra primeiro. No espaco vetorial R? das listas
ordenadas u = (u1, uz) de dois nimeros reais temos introduzido uma funcao

;0" R? x R? — R, (u,v) = wiv1 + ugvs

chamado de produto interno euclidiano e uma funcao associada

I'lo : R? — [0,00), u— /(u,u)o = y/u? + u3

chamado de norma euclidiana.

Entramos entao a geometria. Fixando no plano II um sistema de coordena-
das Cartesianas OXY as duas fungdes acima ganham significancia geométrica:
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b >
R

0 [
Figura 9.2: Pelo teorema de Pitdgoras dist(R, P)? = u? + u =: |ul3

Lema 9.2.1 (Comprimento e dngulo). Seja OXY um sistema de coordenadas
Cartesianas no plano II. Uma flecha RP entre dois pontos, dizemos R com
coordenadas (r1,r2) € P com coordenadas (p1,p2), tém por defini¢ao o vetor co-
ordenada v = (u1,uz) := (p1 —71,p2—72).° Denotamos de v o vetor coordenada
da flecha de um ponto S para um ponto Q). Entao vale o sequinte.

(i) A norma euclidiana do vetor coordenada u da flecha ﬁ, ou seja

luly := y/u? + ud = dist(R, P) (9.2.1)

€ igual ao comprimento da flecha R?
(ii) O produto interno dos vetores coordenadas u,v de flechas ﬁ, 5@, ou seja

(u, ) := urvy + ugve = dist(R, P) - dist(S, Q) - cos
(9.2.2)

= |u| - |v| - cosZ(u,v)
€ igual ao produto dos comprimentos das flechas R? e 5@ vezes 0 coseno
do angulo menor” 0 entre as retas contendo as flechas.

Comentario 9.2.2. Nunca esquega uma coisa: Num sistema de coordenadas
nao-Cartesianas, ou seja onde os dois eixos OX e OY nao sao ortogonais um ao
outro, a interpretagao geométrica acima é errada.

Demonstragio de Lema 9.2.1. (i) Como os eixos OX e OY sdo ortogonais o
teorema de Pitdgoras aplica: o quadrado do comprimento da hipotenusa RP é a
soma dos quadrados do comprimento |u;| = |p; —r;| dos catetos; veja Figura 9.2.
(ii) Flechas equipolentes (mesmo comprimento, dire¢do, sentido de percurso -
veja Exemplo 0.0.1) tem o mesmo vetor coordenada. Por isso suponhamos que
as flechas tem ponto inicial na origem O = R = S. Assim o vetor coordenada

de O? é u = (u1,us) = (p1,p2), andlogo para @ Consideramos dois casos.

6 Exercicio: Flechas equipolentes, veja Exemplo 0.0.1, tém o mesmo vetor coordenada.
7 de fato, a simetria do coseno garante que nio importa se escolhe o 4ngulo menor ou maior
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di=45H0 @)
&

P =\
'QL/«‘(P
dCOSQ'Cj_I?

vV 0 a, O

Figura 9.3: Caso perpendicular Caso geral

Caso perpendicular O? 1 O@ De um lado, Pitdgoras para o triangulo
retangulo OPQ diz que

dist(P, Q)? = dist(O, P)? + dist(0, Q).
De outro lado, Pitagoras para o triangulo APQ, veja Figura 9.3, diz que

dist(P, Q)* = (v1 — u1)® + (v2 — up)?
=ud +ul 407 + 03 — 2(uyv; + ugvs)

= dist(0, P)? + dist(0, Q)? — 2{u,v)o.

Pela comparagao (u,v)g = 0, de outro lado cos /2 = 0, assim (9.2.2) vale.

Caso geral. Utilizamos o caso perpendicular junto com o axioma (BL) de bi-

linearidade do produto interno. Denotamos de 6 o angulo menor entre as duas

flechas OP e O(). Dada a flecha O? com vetor coordenada u, e @ com v,
—> ,

fixamos um ponto P, # O tal que a flecha O P, (vetor coordenada u, ) é ortogonal

a ﬁ Como ilustrado na Figura 9.3 consideramos a combinacao linear

oP OF,

@ = dlSt(O,Q) -cosf - W + dlSt(O,Q) -sin6 - m

a qual em coordenadas toma a forma (4 := ﬁ u é vetor unitdrio)
0

v =|v], cosf- U+ |v|,-sinb - u,.
Tomando o produto interno com u e usando o axioma (BL) obtemos

(u,v)o = |v|y - cos b - (u, w)o~+ [v]y - sin b - (u, uy)o = |uly|v], - cosb.
—— ——
k7 ©022),
Agora use (9.2.1) para |ul, e para |v|,. Note que segundo o caso perpendicular
jé provado a férmula (9.2.2) aplica e diz que (u, uy)g = ... cosw/2 = 0. O
——

=0
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9.3 Ortogonalidade

Definicao 9.3.1. Seja F um espaco vetorial com produto interno.

(i) Chama-se dois vetores u e v ortogonais, ou perpendiculares, simbolo
u L v, se tem produto nulo (u,v) = 0. (Note O L v para todos vetores.)

Chama-se um vetor u ortogonal a um subconjunto X, simbolou L X,
se u L x para todos os elementos x de X.

(ii) Chama-se X C E um subconjunto ortogonal se os vetores de X sao
dois-a-dois ortogonais.

(iii) Chama-se X C E um subconjunto ortonormal (ON) se X é composto
de vetores unitdrios (norma 1) dois-a-dois ortogonais.

(iv) Uma base Z = {e1,...,&,} é chamado de base ortonormal (ON) se

1 ,i=3j

0 s (9.3.1)

(€irej) = 045 := {

onde d;; é o simbolo de Kronecker.

Teorema 9.3.2 (Conjuntos ortogonais, sem O, sao LI).
X C E\{O} conjunto ortogonal = X LI
Demonstragao. Suponha que
a1+ +agx =0

para uma escolha finita de elementos z; € X e escalares «; € R. Tome o produto
interno de ambos lados com qualquer um dos elementos, dizemos z;, segue

a1 (21, 25) +‘-~O-,+Oéj (25, 2;) +\-~O-,+Oék (zk, z) = (O, ;) = 0.
=0 = =1 = =0
Mas a;|z;|* = 0 implica a; = 0 porque (x;,x;) > 0 pela hipétese z; # 0. O

Exercicio 9.3.3. Dado uma base ON Z = {1, ...,&,} de E, mostre que
v:Zvisi & v, = (gv), i=1,...,n (9.3.2)
i=1

para cada um vetor v € E.

Exercicio 9.3.4. Seja B uma base ordenada de um espago vetorial real E de
dimensao finita n. Seja (u,v)p = ([ulgz,[v]g)o 0 produto interno associado,
veja (9.1.3). Mostre que B é uma base ON de (u,v)p.

Exemplo 9.3.5 (Conjuntos e bases ortogonais).
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a) A base candnica £" é ortonormal em respeito a (-, ).
b) O conjunto {(0,0),(—1,1)} é ortogonal em R?.
¢) O conjunto {(1,1),(—1,1)} é uma base ortogonal de RZ.

Teorema 9.3.6 (Teorema de Pitdgoras para espagos com produto interno).
Para dois vetores u,v € E sao equivalente

ulv o Juto]? =+ ). (9.3.3)

Demonstracdo. Usamos os axiomas bi-linearidade e simetria para obter

lu+v)® = (u+v,u+0v)

) (u,u) + (u,0) + (o, ) + (0,0)
SIM
B ul? + Jol? + 2 (u, v)

e agora lembramos que por definigdo escrevemos u L v no caso (u,v) =0. O

Exemplo 9.3.7. Para vetores ndo-nulos u,v € R? ter produto euclidiano nulo

0= (u,v)o = |u| - |v] - cos Z(u,v)

é equivalente que o angulo entre eles é rectangulo, ou seja Z(u,v) € {Z, 3T}

9.3.1 Projecao ortogonal sobre uma reta

Definigao 9.3.8 (Projegdo ortogonal sobre uma reta Ri). Seja E um espago
vetorial com produto interno. Dado um vetor v € E nao-nulo, seja 4 = Wl‘u o}

vetor unitario correspondente. Definimos a transformacao linear

pr,: E—=FE
(u,v)
(u, u)

V=

u = {G,v)t € Rl
——
=pryv
chamada de projecao ortogonal sobre a reta Ra. Note que pr, = pry,.

Vamos justificar o nome de pr,,. Linearidade segue do axioma (BL) e

pr, (pryv) = (G, pryv) @ = (4, (4, v)4) @ = (G, v) (4, )t = pryv
mostra que pr; = (pr;)? é uma projecio. Assim
Im(pr,) "2 Fix(pr,) = Ra (9.3.4)

onde identidade dois segue imediatamente da definicao de pr,, similarmente

N(pry) = {v € E | (v,ad) =0, Vai € Ra} =: (Ra)".
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Para justificar o termo ortogonal no nome de pr,, escolha v € E e note que
(pryv — v, ad) = ({4, v)4, o) — (v, al) = a (G, v) (4, 4) —a (v,4) = 0.
Assim o vetor w conectando os pontos v e pr;v é ortogonal a reta R, ou seja
w:=(v—pryv) LRa, wvekE.

Na notagao (7.1.1) temos que
pry = Pra.(ra)+-
Lema 9.3.9 (Projegbes ortogonais nao alongam). Para u,v € E ndo-nulos vale
pr, ol < vl

113

onde “=" vale exatamente ao longo dos pontos fixos (9.3.4), ou seja pr,v = v.

Demonstra¢iao. Como w := (v — priv) L Rd obtemos do Pitdgoras (9.3.3) que
2

[0 = v — prgv + prgvf” = Jw + prav|* = [w]* + |pravf* > [prav

onde “=" vale exatamente se |w|? = 0, equivalentemente O = w = v — prv. O

9.4 Desigualdades

Proposigao 9.4.1 (Desigualdade de Schwarz). Para u,v € E nao-nulos® vale

[(u, v)] < ful - [v] (9.4.1)

onde “=" € equivalente a cada um de u,v é miltiplo (nao-nulo) do outro.

Demonstracdo. Caso um de u ou v é nulo as afirmagoes valem. Suponha no
seguinte u # O e v # O: “<” Usando Lema 9.3.9 no ultimo passo obtemos

[(u, v)|

P (@, v) @] = [prav] < [v].

“=" Segundo Lema 9.3.9 temos igualdade se e somente se v = pryv. Mas

pr;v € Im(pr;) = Ré. Dal v € R4 = Ru é da forma v = au com « # 0. O

Proposigao 9.4.2 (Desigualdade triangular). Para u,v € E nao-nulos’ vale
lu 4+ v| < |u| + |v] (9.4.2)

onde “=7 ¢ equivalente a cada um de u,v é maltiplo positivo do outro.

Demonstragao. Utilizamos a desigualdade de Schwarz (9.4.1) para obter

2 2 2 2 2 2
lu+ " = [u” +[o]” + 2 (u, v) < ful” +[o]” + 2[ul - o] = (ju| + |v])

onde igualdade “=" é equivalente a (u,v) = |u| - [v| > 0. Assim, por Schwarz,
cada um de u, v é miltiplo do outro, dizemos v = qu para um real o # 0. Mas
neste caso de 0 < (u,v) = alu|? e |u|?> > 0 segue a > 0. O

8 Para u, ou v, nulo (9.4.1) também vale: 0 = 0. Mas s6 o nulo é miltiplo do outro.
9 Para u, ou v, nulo (9.4.2) também vale: 0 = 0. Mas s6 o nulo é miiltiplo do outro.
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9.5 Ortonormalizacao segundo Gram-Schmidt

Hipdétese. Seja X = {&1,...,&,} uma base ordenada de um espago vetorial E
com produto interno. Denotamos de

Fii= (@) Coo  C|F= (€1, &) [ C oo C = (61, ) = B

os subespacos gerados pelos primeiros 1,2, ...,n membros da base X.

Passo A. Vamos construir iterativamente bases ortogonais:

(1) base ortogonal {n;} de F;: escolha n; := & e ja pronto;
(k) dado k > 1 suponha que {n1,...,n;} é base ortogonal de Fy, defina
k

K
iy Sk
Mkt1 := Eh1 — E pry, Ekt1 = Skl — E MW (9.5.1)
=1 i—1 (735 m5)

(k+1) entdo {n1,...,Mk, Nk+1} é uma base ortogonal de Fj1;
0 processo usa o ultimo membro &, de X quando k=n—1=k+1=n

(n) ao fim obtemos uma base ortogonal

y:{7717"'777k‘777k+17"'377n}

de F,, = F.

Demonstragao (k) = (k + 1). Suponha (k) e defina n 1, entdo

(k)
a) Metrr Lms oo M (Me+1,15) = (Crt1515) — (Ert1,m5) =0
k
b) nk+1 & Fi (:) M, yme) 2 O suponha por absurdo ng+1 € (M1, ..., Nk)
= &kt1 € (M. o, k) = Fr = (&1, .., &k) contradigao
(k)
¢) M1 € Frga- Met1 € (M-, M, Eprr) = (€1, &y &) =t Pl

Segundo hipétese (k) o conjunto {ny,...,nx} é LI. Além disso 741 é néo-
nulo segundo b) e ortogonal a 71,...,m segundo a). Sendo assim o conjunto
ortogonal {n1,..., Mk, Mk+1} é LI segundo Teorema 9.3.2. Note que o subespago

My M) €€ Eprn)

é contido num subespago da mesma dimensao k + 1. Entao os dois sao iguais
segundo Teorema 3.2.1 (d). Assim {n,...,n,41} é base ortogonal de Fj1.

Passo B. A base Z := {f)y,...,%,} de E é ortonormal onde 7; := |n;|~'n;.

Comentario 9.5.1. No caso que &1 ji é ortogonal a 71, ..., 7, a defini¢do de
Nk+1 Mostra que Ng41 = &xr1. O processo de Gram-Schmidt nao muda &g 1.
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Exercicio 9.5.2 (Listas arbitrarias). Seja (&1,...,&) uma lista arbitraria de £
vetores & € F, dobros e o vetor nulo, tudo permitido. Pode-se aplicar o processo
de Gram-Schmidt com a seguinte modificacao pequena da hipdtese

(k) dado k > 1 suponha a lista (n1,...,n%) gera Fy e seus membros sao dois-
a-dois ortogonais, defina

k k
Mha1 = Eep1 — D Py rar = Sep1 — D (s &rrn) i
Obtém-se também uma lista (71, ...,n¢) cujos membros sdo dois-a-dois ortogo-

nais, s6 agora é possivel que uns sao nulos. Com efeito, mostre que

(k)
Cor1 € (oo s&h) = (yecsme) = M1 =0

[Dica: Note que (7);,&x+1) € a i-ésima coordenada do vetor &;41 na base ON
composto daqueles 7j; onde 7; # O é nao-nulo. Exercicio 9.3.3.]

Exemplo 9.5.3. Determine uma base ON do subespaco F' C R? gerado por

1 1 1
G=|-1, &=, &=10|, ()= (o
1 1 1

Solucao com Gram-Schmidt (GS). Definicao (9.5.1) dos 741 diz que

1
me=& = [-1], |m[*=m) =17+ (-1 +12 =3,
1
1 1] J1 1 1
, 1
2§2<7|h|€22> 1= |1 3< -1, 1> 1| =212 7|772|2:§7
n 1 1 1 1 1
=1
n3 :=&3 —<Th’§23> m - 772’523> 72
|7 72|
1] 1] J1 1 17 J1 1
1
= <—1,0>—13<§2,0>§2
] 3N\ [/ ] 3N [ 1
=2 :%2
1] 1 1 0
2 1
=lo| -2 |-1|-L|2[ =0
1] 1 1 0

Segundo GS e como 13 = O sabemos que F := (£1,£2,&3) = (n1,m2,m3) =
(m,m2). GS diz que o conjunto {n,n2} é ortogonal, entdo LI segundo Teo-
rema 9.3.2 usando que 11,72 # O. O conjunto ortogonal {n;,n2} é uma base
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ortogonal de F' porque é LI e gera F'. Uma base ON é composto dos vetores

1 1
1 _ 1 |_ — _ V32 = L
AT I R S I e EN o il bl I

1

9.5.1 Existéncia e extensao de bases ortogonais

Lembramos que um espago vetorial de dimensao finita admite um produto
interno — cada uma base ordenada B induz um, notagao (-, )5, veja (9.1.3).

Teorema 9.5.4 (Existéncia). Um espago vetorial E com produto interno e de

dimensao finita n admite uma base ON Z = {e1,...,en}.
Demonstrag¢ao. Pegue uma base ordenada X = {{1,...,&,} de E e aplique o
processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt. O

Proposicao 9.5.5 (Extensao). Seja E um espago vetorial com produto interno.
Toda base ON X de um subespaco F' estende-se a uma base ON Z de E.

Demonstragao. Segundo Teorema 3.2.1 (b) a base X = {e1,...¢} de F é con-
tida numa base ordenada ) de F, dizemos Y = {e1, ...k, Ek+1,---,&n ). Apli-
que Gram-Schmidt para obter Z = {e1,...€xk, k41, -,En}- O

9.5.2 Projecao ortogonal sobre um subespaco

O processo de Gram-Schmidt prova a existéncia de bases ONs: pegue qual-
quer base e aplique o processo; veja Proposicao 9.5.5. E importante usar uma
base ON nesta defini¢ao:

Definigao 9.5.6 (Projegao ortogonal sobre um subespaco F'). Escolha uma

base ordenada ON Z = {e1,...,ex} de F e defina a transformagao linear
prp: E—=E
k k
(9.5.3)
v Zpreiv = Z(si, v)E;.
i=1 i=1

Teorema 9.5.7 (Propriedades da projegao ortogonal).

. prplr =1Ip € L(F).
w:=@w-—prpv) L f VfeF.

1. pry € linear e bem definido (independente da base ON Z de F).
2. (prp)® = prp.

3. Im(prg) = Fix(prp) e E =Im(prg)® N(prg).

4. Im(prp) = F.

)

6.
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7. Yv € E wvale®? dist(v, F) := inf pe p dist(v, f) = |v — prpv].
=[v—f|

Demonstracao. Teorema C.6.1. O]

9.6 Complemento ortogonal

Subconjuntos nao-vazios

Definigao 9.6.1. O complemento ortogonal de um subconjunto nao-vazio
S C FE é definido assim

t={veF|(v,z)=0 V€ S}
Exercicio 9.6.2. Seja .S C E um subconjunto nao-vazio. Mostre que

(i) o complemento ortogonal St é um subespaco de E;
(i) ou St NS =0, ouStNnS={0}
YT CS=StcTt
) St =(S)*.

(iii

(iv

Subespacgos

Exercicio 9.6.3. Seja B uma base de um subespago F' C E, mostre que
L={veE| & =0 Vec B}

Proposigao 9.6.4 (Relacio entre F' e '+ e a projecdo ortogonal pry de (9.5.3)).
Para subespacos F' de E wvale o sequinte

i) F N(prg); Im(pryp) = F
(i) £ = F@FJ- e dim E = dim F + dim F+;

(ili) prp = Pppy veja (7.1.1);

(iv) (FH)*t =F.

Demonstragdo. (i) “C” Para v € F1 vale

0 :<ervv U> = <erUa i erv> + <erv7 erv> =0+ <erU7 erv>

e consequentemente (P0S) diz que prpv = O.

“>” Para v € N(pry) vale v =v —prpv L f Vf € F segundo Teorema 9.5.7 6.
(ii) Item 3 de Teorema 9.5.7 junto com item 4 e no teorema presente item (i).
(iii) Item (ii) dize que (F, F' 1) s@o subespagos complementares. Teorema 7.1.5.
(iv) E suficiente mostrar inclusdao F C (F+)' e igualdade de dimensdo, veja

10 como dim F < co um infimo é um minimo
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Teorema 3.2.1 (d). Seja f € F, entdo (f, f} = 0Vf € FL, mas isso significa que
fe(FHt ={veEidw, f)=0VYf e FL}.

O Corolario 3.2.3 disponibiliza a férmula de dimensao para a soma direta. Use
item (ii) acima primeiro para F* no lugar de F e segundo para F para obter

dim(F+)t = dim E — dim F* = dim F.
O

Exemplo 9.6.5. No Exemplo 9.5.3 temos calculado a base ON Z = {e1,e5},
veja (9.5.2), do subespago F := (£1,&9,&3) de R3. Determine uma base ON do
complemento ortogonal

FL (eR | (v,f)=0VfeF}={veR® v Le,vle)

Vale a ultima igualdade porque a condigdo (v, f) = 0 é linear em f, entdo é
suficiente checar para os elementos f de uma base sé.

Uma solugao.

(2] 1

S Y 1 PO,
| %] |1
(2] (1

v Les: 0=< vl s |2 >=\}g($+2y+z).
z 1

Multiplique a primeira identidade por v/3 e a segunda por v/6 e forma a diferenca
das identidades resultantes para obter

0-0=0-3y—-0 = y=0.
Com isso obtemos da primeira identidade que

1
z=—z, z € R livre, Ft=R|O0
-1

Uma base ON de F* é composto do vetor %(1, 0,-1).

Exemplo 9.6.6. Ache uma base ON para o complemento ortogonal do su-
bespaco F de R? gerado por os dois vetores

51 = (3771a 1)5 52 = (713253)
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9.7 Exercicios e umas solucoes

Exercicios.
1. Prove que () : R? x R? — R dado por

((z1,22), (Y1,92)) = 22191 — T1Y2 — T2y1 + 22292,

define um produto interno em R2.

2. Lei do paralelogramo. Seja || := /() a norma induzida de um
produto interno num espago vetorial E. Prove o lei do paralelogramo
lu+ ) + |u—of> =2ul>+ 2. (9.7.1)

Interprete (9.7.1) geometricamente mediante um desenho.

No ano 1935 J. v. Neumann e P. Jordan descobriram que, vice versa, uma norma
|| j& é induzida de um produto interno quando ela satisfaz o lei do paralelogramo.
Neste caso (u,v) := % |u+v|> = 1 |u — v|* é um produto interno e induz |-|.

3. Considere os vetores v = (2,—1,2), v = (1,2,1) e w = (-2, 3,3). Deter-
mine o vetor de R3 que é a projecao ortogonal de w sobre o plano gerado
por u e v.

. _ 3
4. Considere a base U = {&1,&2, &3} de R® onde

51 = (17 17 1)7 62 = (17 _17 1)7 63 = (17 _17 _1)

Aplique o método de Gram-Schmidt para obter uma base ortonormal
Z = {e1,e2,e3}. Determine a matriz p de passagem da base U para a
base Z.

5. Determine as bases obtidas de U = {&1,&2,&3} pelo processo de Gram-
Schmidt nos casos seguintes:

(a) 51 = (37070)a 52 = (_1,370)3 53 = (23 _57 1)7
(b) & =(-1,1,0), & =(5,0,0), & =(2,-2,3).
6. Sejam Fy, Fp C E subespagos. Prove que

(a) (Fy+ Fy)*t = FtnFEs (b) Ff- + F5- = (Fy1 N Fy)*

7. Prove que o produto vetorial - x - : R3 x R?> — R3 definido no
Exercicio 5.4.5, satisfaz:

(a) uxv=—vXu;

(b)) ux(v+0)=uxv+uxd;

(c) u

(d) uxv#0 <= {u,v} é um conjunto LI;

(e) u x v é ortogonal a u e ortogonal a v;

X (aw) = a(u x v), para todo o € R;

(f) e1 Xxea=e3, ey Xeg=e], e3Xe =es.






Capitulo 10

A adjunta

Neste! Capitulo 10 consideramos exclusivamente espacos vetoriais de di-
mensao finita com produtos internos

E:(E7<'a'>E)ﬂ F:(F’<.’.>F)’

e dimensoes n := dim E e m := dim F. Dévido aos produtos internos o corpo
sempre serd K = R. Em vez de (-,-)g ou (-,-)r escrevemos simplesmente (-, -),
o contexto indica do qual produto interno trata-se, aquele de E ou F.

10.1 Definicao e propriedades

Deixa repetir o Teorema 9.1.14. Dimensao finita é essencial.?

Teorema 10.1.1. E um isomorfismo a transformacao linear definida assim
D=Dg=D.,y,: E— E":=L(ER) (10.1.1)
v (v, )
onde (v,-): E = R € a transformagdo linear u — (v, u).
Demonstragdo. Linear: Para o, 8 € R e u,v € E axioma (BL) da
D(au+ fv) = (au+ Bv,-) = alu, ) + B{v, ) = aDu + aDwv.

Bijetivo: Segundo Corolario 5.2.8 as dimensoes sao iguais

dimE* =dim £L(E,R) =dim £ - dimR = dim £ < co.

Segundo Corolério 6.5.2 é suficiente mostrar injetivo: Suponha Dv = O € E*.
Obtemos Yu € E: (v,u) = (Dv)u = Ov = 0. Entao axioma (ND)’ em Lema 9.1.2
diz que v = O € FE. Isso mostra que D é injetivo, assim bijetivo. O

1Cap. 10 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 11 de julho de 2024
2 Na dimenso infinita usa-se o espaco dual continuo E*, composto dos funcionais lineares
continuas. O famoso teorema de Riesz diz que £ — E*, v — (v,-) é um isomorfismo.

135
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Definicao 10.1.2 (Adjunta). A adjunta de uma transformacao linear A: E —
F entre espagos vetoriais com produtos internos é num ponto w a composi¢ao

A F = FE
w e (Dp) ™! (w, A)p
das transformacoes lineares [v — (w, Av)p] € E* e (Dp)~" : E* = E.
Proposicao 10.1.3 (Critério para adjunta). Sejamy € E e w € F, entao
y=A"w =3 (y,v) = (w, Av) Yv € E.
Demonstracao. Dado y € E e w € F, sao equivalente

y=A"w:= (D) (w,A)r & (w,A)p=Dpy:=(y, )5

O
Corolario 10.1.4. Seja A € L(E, F), entdo
(A*w, v) = (w, Av) (10.1.2)
para cada um w € F ev € E.
Demonstra¢ao. Proposicao 10.1.3 “=". O

Teorema 10.1.5 (Regras bdsicas para a adjunta).

i I=1*

(i) (A+B)* = A*+ B*

(iii) (aA)* = aA*

(iv) (BA)* = A*B*

(v) (A7) =4
Demonstragao. Para cada um de (i-v) aplique (10.1.2) junto com Lema 9.1.3.
TIustramos o principio provando (iv) deixando os outros itens para o leitor. Vale

((BA)*w,v) = (w, BAv) = (B*w, Av) = (A* B*w,v). O
Teorema 10.1.6 (Injetividade e sobrejetivade de A e A*).

(i) A injetivo & A* sobrejetivo

(ii) A sobrejetivo < A* injetivo

(iii) A isomorfismo < A* isomorfismo

Demonstragao. (i) Sao equivalente

A injetivo %2 existe inversa & esquerda B de A: BA=1p < A"B" = I
@ existe inversa a direita C' (= B") de A*: A*C = Ig

@ 4 sobrejetivo
conforme (1) Teorema 6.3.6, (2) Teorema 10.1.5 (i,iv), e (3) Teorema 6.2.3.
(ii) Parte (i) diz que B := A* injetivo < sobrejetividade de B* = (A*)* = A.
(iii) Isomorfismo é linear e bijetivo (injetivo e sobrejetivo). Aplique (i) e (ii). O
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/1///{) Ju (4)
A

—

< %
o (A7) AT o
Figura 10.1: Operador A e sua adjunta A* tem subespacos ortogonais

10.1.1 Adjunta e ortogonalidade

Teorema 10.1.7. Seja A*: F — E a adjunta de A: E — F. Os dois su-
bespacos naturais de E sao complementos ortogonais, igualmente para F, ou seja

N(A) = Im(4*)",  Im(A4) = N(A*)*. (10.1.3)
Demonstrag¢io. v € N(A) & Av =0 VYwe F: 0= (w, Av) = (A"w.v) & 0=
{(u,v) Yu € Im(A*) <: v € Im(A*)+. Analogamente para afirmacio dois. [

Corolario 10.1.8. a) Para A € L(E, F) vale igualdade posto(A) = posto(A*).
b) Para A € L(E) ainda os nicleos sao da mesma dimensdo N(A) = N(A*).

Demonstragao. a) Segundo Teorema 10.1.7 e Proposigao 9.6.4 (ii) vale
dimIm(A*) = dim N(A)" = dim E — dim N(A4) = dim Im(A) (10.1.4)

onde o ultimo passo é o Teorema 6.5.1 de nicleo e imagem. b) Teorema 6.5.1
diz que dim N(A) + posto(A) = dim E = dim N(A*) 4+ posto(A*), aplique a). [

Proposicao 10.1.9. Seja A € L(E) e seja F C E um subespago, entao
F subespaco invariante por A < F* subespaco invariante por A*.
Demonstracdo. “=" Dado g € F*, a mostrar: A*g € F-. Seja f € F, entdo

(f,A*g) = (Af, g )=0.
~—
el ¢FL

Como f € F foi arbitrério, segue que A*g € F*-.
“<” Aplique a parte ja provada “=" para G := F* e B := A* usando que vale

GL:(FL)L:F; B*:(A*)*:A7

segundo, respectivamente, Proposi¢éo 9.6.4 (iv) e Teorema 10.1.5 (v). O
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Lema 10.1.10. Dado A, B € L(E), entdo
B*A=0 = Yv e E: Av L Bu.

Particularmente A*A=0 = A=0. O ¢€ a transformagao nula Or (g

Demonstragio. Seja v € E. Vale (Av, Bv) = (B*Av,v) = (Ov,v) = (O,v) =0
(onde (O,v) = (Op,v)). Particularmente vale (Av, Av) = 0. Assim Av = O
segundo axioma (P0S). Como v € E foi arbitrario o operador A = O é nulo. O

10.1.2 Matriz da adjunta

Teorema 10.1.11 (A matriz da adjunta é a matriz transposta). Seja a =
(aij) :==[Alx y a matriz de uma transformagdo linear A: E — I em respeito a
bases ordenadas ortonormais X = {&1,...,&n} €Y ={m,...,mm}. Entdo

(i) a=[4]y, < al = [A*]y

(i) ai; = (mi, AE)
Demonstragdo. (i) Seja a := [A]y 5, e b :=[A"]y, . Segundo da defini¢ao das
matrizes temos A&; = Y% neag; para j =1,...,ne A*'n; = >"'_, &b, para

i=1,...,m. Usando isso e axiomas (BL,SIM) obtemos
bji = b 0 = <§j, Z@«bm} = (A", &)
r=1 ~ r=1
(&5,6r) —_———

onde passo 4 é Proposigao 10.1.3. Bases ON sao essenciais. J& provamos (ii). O

O proximo resultado re-confirma o Teorema 4.2.2 dizendo que o posto de
uma matriz é igual ao posto da matriz transposta.

Coroldrio 10.1.12. Consideramos uma matriz real a € M(m x n) como trans-
formacgao linear R™ — R™ entre espacos cada um munido do produto euclidiano
e da base canonica. Entao a adjunta a* da matriz a é a matriz transposta, em
stmbolos a* = a'. Assim posto(a) = posto(a').

Demonstra¢do. Teorema 10.1.11 (ii). O

Comentario 10.1.13. As regras basicas do Teorema 10.1.5 tomam para ma-
trizes (visto como transformagoes lineares e usando a* = a') a forma seguinte

1"=1, (a+b)f=a’+b’, (aa)'=caa’, (ba)'=a'bl, (a)f=a.

Sim, estas regras prova-se mais rapido diretamente, exceto tal-vez (ba)® = a’b?.
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Comentdrio 10.1.14 (Injetividade e sobrejetivade de a e a?). As afirmagoes
do Teorema 10.1.6 tomam a forma seguinte para matrizes a € M(m x n) — visto
como transformacdoes lineares e usando a* = a’.

(i) a injetivo < a’ sobrejetivo
(ii) a sobrejetivo < a' injetivo
(iii) a isomorfismo < a' isomorfismo
Corolario 10.1.15. Seja a € M(m x n) e b€ R™, entdo
ar = b possui uma solugdo & b L N(a").

Demonstragao. Segundo Exemplo 6.0.20 sao equivalente ar = b < b € Im(a),
mas Im(a) = N(a*)" segundo Teorema 10.1.7. O

10.2 Foérmula para inversa a direita/esquerda

Proposicao 10.2.1 (Inversas a direita e esquerda). Seja A € L(E, F).

a) A sobrejetivo = AA* € L(F) € invertivel e AA*(AA") ' =Ip.

b) A injetivo = A*A € L(E) € invertivel e (A" A) ' A" A= Ig.
Demonstragao. a) Segundo Teorema 10.1.6 sobrejetividade de A significa in-
jetividade de A*. Isso implica® que AA*: F — F ¢ injetivo, assim segundo

Corolério 6.5.2 (dimensao igual) bijetivo, entao um isomorfismo.
b) Aplique a) para B := A*, use (A*)* = A, segue BB* = A* A invertivel. O

De fato, também valem as implicagbes opostas <’ como vamos ver no Co-
roldrio 11.4.9. O posto de AA* e de A*A é igual ao posto de A (Teorema 11.4.8).
Lema 10.2.2. Dado A € L(E, F), as restrigoes

Al: Tm(A*) =5 Tm(A4), A*|: Im(A) — Im(A4*),
sao isomorfismos (ainda que geralmente ndo sio inversas um do outro).

Demonstragio. E bem definido e injetivo como Im(A*) = N(A)™, entéo bijetivo
como dimIm(A) = dimIm(A*) segundo (10.1.4). Analogamente para A*|. O

Exemplo 10.2.3 (Nao séo inversas um do outro).

1 0

A= [1 1} € L(R?), A" = [1 X

01 ] € L(R?).

Sao invertiveis como o determinante é nao-nulo, assim sobrejetivo, ou seja
Im(A) = Im(A*) = R?, mas
w4 |11
izl s
entdo A* # A7L,

3 Suponha v € N(AA*), ou seja AA*v = O, entdo Im(A*) 3 A*v € N(A) = Im(A*)L.
Consequentemente A*v = O, entdo v = O como A* é injetivo.




140 CAPITULO 10. A ADJUNTA

10.3 Trago — produto interno em L(E, F)

Para a definigao do trago nas matrizes reais quadradas M(n) veja Secao 5.3.4.
Exercicio 10.3.1. a) No espago vetorial M(m x n) das matrizes reais m x n
<a, b> = tr (atb) = Z Z az-jbl-j (1031)
i=1 j=1

define um produto interno. Verifique. Identifique M(m X n) naturalmente com
R™" e verifique que (a,b) corresponde ao produto Euclidiano em R™".

b) Mostre que o subespago A C M(n) das matrizes anti-simétricas é o com-
plemento ortogonal do subespaco S das matrizes simétricas:

A=s8t e assim S @ A = M(n).
[Dicas: a) Segdo 5.3.4.]
Exercicio 10.3.2. No espago vetorial L(E, F') de operadores lineares
(A,B) :=tr (A*B) :=tr [A*B]y (10.3.2)

define um produto interno onde U é uma base de E. Verifique.

10.4 Operadores normais

Definigao 10.4.1. Consideramos operadores lineares A em F as quais comutam
com sua adjunta AA* = A*A. Tal A é chamado de operador normal.

Exemplo 10.4.2. Sao normais operadores A € L(E) tais que

a) A* = A, operadores auto-adjuntos
b) A* = A~L operadores ortogonais
Um operador A é normal se e somente sua adjunta A* é normal, e neste
caso cada um imagem Av e A*v tem a mesma norma. Operadores normais tem
a propriedade que A e a adjunta A* tem os mesmos autovalores e autoveto-

res associadas, o mesmo nicleo e a mesma imagem as quais, além disso, sao
complementos ortogonais um do outro como ilustrado na Figura 10.2.

Exercicio 10.4.3. Seja A € L£(F) normal. Prove que
a) a adjunta A* é normal também;
b) |Av| = |A*v| para todos os vetores v de E; < A ortogonal (Thm. 12.2.1)
¢) v autovetor de A com autovalor A < v autovetor de A* com autovalor A;
d) N(4) = N(A4A*) e Im(A) = Im(A*). lembre que N(A*) = (Im(A))™".

[Dicas: b) Calcule |Av|? com produto interno. ¢) 0 = [(A — A)v|? = ....
d) Para niicleo use b) e para imagem use complementos ortogonais (10.1.3).]
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N = A car/

Ju ) = Jur (A%

Figura 10.2: Operador normal A (< A* normal)

10.5 Exercicios

Para todos os exercicios seja E um espaco vetorial de dimensao n < oo,
munido de um produto interno.

1. Determine uma inversa a direita para
AR 5 R? (2,y,2) = (v +2y+ 32,20 —y — 2),
e uma inversa a esquerda para

B:R? %R, (z,9)— (z+2y,2x —y,z + 3y, 4z + y).

2. Dado
!
A P I
calcule aa’ e, a partir daf, encontre uma matriz b € M (3 x 2) tal que
ab = ]12.

3. Seja P uma projecio em E (P € L(F) e P? = P). Prove que a adjunta
P* também é uma projecao em E. Dé um exemplo em que P* # P.

4. Uma matriz quadrada a chama-se diagonalizdvel quando é semelhante a
uma matriz d = (d;;) do tipo diagonal (d;; =0 se i # j), ou seja, quando
existe p invertivel tal que p~tap = d. Prove que:

(a) a diagonalizdvel = a’ diagonalizavel.

(b) Se a matriz do operador A € L(F) relativamente a uma base de E ¢é
diagonalizavel, entao o é em relacao a qualquer outra base.

5. Seja A € L(E).

(a) Seja E = F; & ---® Fy, e cada F; é um subespago invariante por A.
Tome uma base ordenada V de E que seja uma uniao de bases das
F;. Determine a forma da matriz de A na base V.

(b) Se E possui uma base formada por autovetores de A, prove que existe

também uma base de E formada por autovetores de A* : F — FE.
[Dica: (a).]






Capitulo 11

Operadores auto-adjuntos

Neste! Capitulo 11 consideramos operadores A € £(E) num espago vetorial
real E de dimensao finita n e com produto interno, ou seja

A:E— E, E=(E(,")).
Lembramos que dévido ao produto interno o corpo serd K = R.
Definigao 11.0.1 (Auto-adjunto). Chama-se um operador A € L(E) de auto-
adjunto se ele iguale a sua adjunta A* = A.

Observagao 11.0.2. a) O operador nulo O € L(FE) é auto-adjunto O* = O.
O operador identidade I € L(FE) é auto-adjunto I* = I.

b) Operadores auto-adjuntos sdo operadores normais.

c) Para operadores auto-adjuntos nicleo e imagem sdo complementos ortogonais
N(A) = Im(A)* segundo Teorema 10.1.7.

Os operadores auto-adjuntos formam um subespago de L(E):
Lema 11.0.3. Para operadores auto-adjuntos A, B € L(E) vale o seguinte.

(i) Somas A+ B = (A+ B)* e mdltiplos reais «A = (aA)* sdo auto-adjuntos.
(ii) AB auto-adjunto < AB = BA < BA = AB < BA auto-adjunto.
No caso [A, B] := AB — BA = O diz-se que A e B comutam.

Demonstra¢ao. Teorema 10.1.5. O

Lema 11.0.4 (Restricao preserva auto-adjunto). A restricio de um operador
auto-adjunto A € L(E) a um subespaco F invariante por A € auto-adjunta.

Demonstragio. Para todos os f, f € F vale
(AL F) = (Al F) = (AL D S0 AD = (£, (Al )
entdo (A|r)* = (A|r) segundo Lema 9.1.3. O

LCap. 11 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 11 de julho de 2024

143



144 CAPITULO 11. OPERADORES AUTO-ADJUNTOS

11.1 Auto-adjunto e ortogonalidade

Lema 11.1.1 (As projegoes auto-adjuntas sdo as projecoes ortogonais). Dado
Um par de subespacos complementares F & G = E, entdo sdo equivalente

P := Pp g € L(E) auto-adjunto & F1G.

Demonstrag¢io. “=" Dado f € F, g € G, como F = FixPp¢c ¢ G = N(Prg)
segundo (7.1.2) obtemos

(f.9) = (Pf.g) "= (f,Pg) = 0.

“«<" Dado u,u € E. Como F = F' & G escrevemos u = f +g e u = f + g para
unicos f,f € F e g,§ € G (Teorema 2.3.4). Como F =Fix Ppg e G = N(Pr)

=1
o - (10.1.2) .\ 9EN(P) />~ =
(u,P*a) =" (P(f +g),a) =" (Pf,f+3)
gLf A fL s GEN(P) .
SN EN . PH =T (u, Pa).
Entao P* = P segundo Lema 9.1.3. O

Proposicao 11.1.2. Seja A € L(E) auto-adjunto e F C E subespago, entdo
F subespago invariante por A <  F* subespaco invariante por A.
Demonstragao. Proposi¢ao 10.1.9. ]

Teorema 11.1.3 (Autovalores diferentes tem autovetores ortogonais). Seja
A = A* um operador auto-adjunto em E. Entao autovetores {x e £, associ-
ados a autovalores diferentes A # p sao ortogonais, em simbolos £x L €.

Demonstragao. Vale que o produto se anula

A=A

(A= 1) (Ex €u) = (AEx, &) — (S, €)= (A&N, &) — (6, AL) =70
e assim, como (A — p) # 0, segue que (§x,&,) =0. O

11.2 Matrizes simétricas

Como podemos checar se um operador A € L(E) é auto-adjunto? S6 calcular
a matriz dele em respeito a uma base ON e ver se é simétrica.

Teorema 11.2.1. Seja X = {e1,...,e,} uma base ON de E. Entdo os ope-
radores auto-adjuntos correspondem exatamente ds matrizes simétricas n X n.
Com efeito, a aplicagcao entre espagos vetoriais

U = Uy : {operadores auto-adjuntos em E} — S(n)
A a:=[A]l,

é linear e bijetivo (um isomorfismo).
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Demonstra¢do. Bem definido: Com efeito é simétrica a matriz a := [A], =
[A*], = a' onde a tltima igualdade é Teorema 10.1.11.

Linear e injetivo: Teorema 5.2.7.

Sobrejetivo: Dado uma matriz n x n simétrica a = (a;;), define A € L£(E) nos
membros da base ON & assim Aej :=€1a1; + - -+ €nan; € estende linearmente
a E. Entao A é auto-adjunto porque [A], = a = a’ = [A*], onde a dltima
igualdade é Teorema 10.1.11. Mas se as matrizes de dois operadores sao iguais
os operadores sao iguais porque eles tomam os mesmos valores numa base. [

Corolario 11.2.2. Os operadores auto-adjuntos formam um subespaco de di-
mensao n(n + 1)/2 do espago vetorial L(E) onde n = dim E.

Demonstracdo. Segundo Corolario 6.4.9 isomorfismos, assim aquele em Teo-
rema 11.2.1, preservam dimensao e dim S(n) = n(n + 1)/2 segundo (3.2.2). O

Comentario 11.2.3. Seja E = F & G. Pode-se usar Teorema 11.2.1, simetria
da matriz, para provar Lema 11.1.1 o que diz que

P := Pp g € L(E) auto-adjunto & F1G.

Sejam {e1,...,ek} € {€k+1,-..,En} bases ONs de F e G, respectivamente. Entéo
X = {e1,...,e,} é uma base ON de E se e somente se F' L G. Neste caso a
matriz de P tem a forma simétrica

L, O
p:=[Ply = [5 Onzj =p'

o que é equivalente a P sendo auto-adjunto (Teorema 11.2.1).

Exemplo 11.2.4. Sejam dois operadores A, B € £(R?) dados por

Alz,y) = (z,2y),  Blz,y) = (y, ).

Determine quais dos quatro A, B, AB, BA sao auto-adjuntos.

Uma solugao. Obviamente escolhemos a base canénica & = {e1, e2} como base
ON. Auto-adjunto é equivalente a simetria da matriz.

1 0] _[1 o]
1) a:= = = =a" e assim A = ¢ auto-adjunto;
' A=y o= o of =& casimA=47¢ d

(ii) b:=[B] = {(1) (1)} = b! e assim B = B* é auto-adjunto;
0 1
0 2|1 O 2 0

sabemos que AB nao é auto-adjunto;

(iii) [AB] = [4] [B] = ab = F 0} {0 1} _ [

] =: ¢, entdao como ¢ # c!

(iv) [BA] = [B] [A] = ba — E) (ﬂ B g] _ E) (2)} —. d, entiio como d # d!

sabemos que BA nao é auto-adjunto.
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= e s ~ . 0 1 0 2
Outra solugao (iii-iv). N&o-comutatividade ab = {2 0 # [1 0

é equivalente a ndo-comutatividade AB # BA o que é equivalente, segundo
Lema 11.0.3, a AB e BA ambos nao sao auto-adjuntos.

| = ba

Exercicio 11.2.5. Considere a base ordenada B = (£1,&2) := ((1,-1),(3,1))
de R?. Determine se o operador A € L£(R?) cuja matriz [A]; ¢ dada por

[(lj (-j =[A]g=:a

é auto-adjunto, ou nao.

Uma solugao. A matriz a é simétrica, mas a base B nao é ON. Precisamos
calcular a matriz de A em respeito a uma base ON, logicamente vamos escolher
a base mais simples, a base canénica £. Para determinar [A], comegamos assim

f (1,—1) — €1 — €9

Aey — =Ale1—e2) =A(L-1) =& 1+&-0=86 =
5(37 ].) = 1561 + 562.

3Ae; + Aea = A(Ber +e2) = A(3,1) =& -0+ & -5

Adicionamos as identidades para obtermos
4Ae1 + O = 16¢e1 + 4eo = Aei=e1-4+ey-1

e consequentemente a primeira coluna da matriz

b:Mk:ﬁ ﬂ.

A segunda coluna segue da primeira identidade = Aej—ejt+ey = eq-3+e3-2.
Como a matriz b # b? nio é simétrica, o operador A nao é auto-adjunto.

11.3 Teorema espectral — diagonalizacao

Proposicao 11.3.1 (Caso dim F = 2). Na dimensao dois para todo operador
auto-adjunto A existe uma base ON X = {£1,&2} composto de autovetores.

Demonstracdo. Escolha uma base ON ) de E. A matriz correspondente

o
m:mbzb ﬂ
é simétrica porque A = A* é auto-adjunto. O polinémio caracteristico é
pa(A) i=praj, (A) == A = (@ + M)A + (ay = 57)
e suas raizes sdo segundo a férmula (8.2.5) dadas por

(a+7)£VA

)\ =
+ 2

A= (a+7)?—4(ay—B%)>0.
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Observe que A = (a — )% + 482 > 0 é realmente nao-negativo.

Caso A = 0. Entaoa=ve f=0,edaia=all e A = alg. Consequente-
mente o é o Unico autovalor e qualquer base ON é composto de autovetores.
Caso A > 0. Neste caso A\ < A, sdo autovalores diferentes de [A],,, assim de
A. Autovetores correspondentes sdo ortogonais segundo Teorema 11.1.3. O

Proposigao 11.3.2 (Existéncia de um autovetor). Todo operador auto-adjunto
A: E — E admite um autovetor v.

Demonstra¢do. Segundo Teorema C.5.1 na dimensao finita todo operador linear
admite um subespaco invariante F' C F de dimensao 1 ou 2. (Isso ¢ trabalhoso.)
Caso dim F' = 1. Segundo Lema 8.0.4 existe um elemento v € F' e um escalar
A € R tal que Av = \v. Nao temos usado que A é auto-adjunto, vamos préximo:
Caso dim F = 2. Como A: E — E é auto-adjunto a restrigdo A|: F — F
também é auto-adjunta segundo Lema 11.0.4. Segundo Proposigao 11.3.1 existe
uma base ON de F' composto de dois autovetores de A|, assim de A. O

Teorema 11.3.3 (Teorema espectral). Seja A € L(E), entao sao equivalente
A*=A & Jbase ON X = {fAl, . ,én} de E composto de autovetores de A.

Neste caso E = @respec a2y, onde 0s autosubespacos Ey sdo dois-a-dois orto-
gonais, e para todo autovalor as multiplicidades alg, (A) = gx(A) coincidem.

Lembra de Exercicio 8.1.11 que a matriz de um operador em respeito a
uma base composto de autovetores é uma matriz diagonal cujos elementos da
diagonal sao os autovalores.

Demonstrag¢ao. “=" 1) Segundo a prova da Proposigao 11.3.2 existe um sub-

espaco ' C F invariante por A e de dimensao 1 ou 2 e além disso F' chega com

uma base ON composto de autovetores de A.

2) O complemento ortogonal F* é invariante por A segundo Proposicao 11.1.2.

Assim a restricio A|: F+ — F existe e, segundo Lema 11.0.4, é auto-adjunto.
Repetimos 1) para FE := F1 ¢ depois 2). Cada vez a dimensao é reduzida

por 1 ou 2. Por isso o processo termina em nao mais como n = dim FE iteragoes.

“<” Sejam éz e éj membros da base ON X' com autovalores A; e \;, entao
(i, AE)) = (AL, &) = (Midi, &) = Nidiy = Njbij = (G, Ni&5) = (€, AG).
Entéo os dois operadores A* e A sdo iguais segundo Lema 9.1.3.

Proposicao 8.2.7 e Teorema 11.1.3 concluem a prova do teorema espectral. [J

Diagonalizagao simultanea

Proposicao 11.3.4. Para dois operadores auto-adjuntos A, B € L(E) vale

AB=BA < 3 base ON composto de autovetores comuns a A e B.



148 CAPITULO 11. OPERADORES AUTO-ADJUNTOS

Demonstragao. =’ 1. Como o operador A € L(E) é auto-adjunto ele pos-
sui um autovalor A\; com autosubespaco associado Ejy,(A) # {O}, veja Pro-
posi¢do 11.3.2. Para £ € E), (A) obtemos que A\ (BE) = B(A\€) = B(AE) =
A(BE) onde o ultimo passo é a hipétese AB = BA. Mas isso diz que
B¢ € Ey, (A). Temos provado que Ej, (A) é invariante por B. Assim, se-
gundo Lema 11.0.4, a restricdo B| € L(E)y, (A)) é auto-adjunta. Mas neste caso
B| possui um autovetor & € E)y, (A) segundo Proposi¢do 11.3.2. O vetor &; é
autovetor de B e de A.

2. Como o subespago F := R é invariante por A (e por B) a Pro-
posicdo 11.1.2 diz que o complemento ortogonal F+ ¢ invariante por A (e por
B). Como A e B sdo auto-adjunto as suas restricdes a F* sdo auto-adjuntas
também, conforme Lema 11.0.4. Note que dim F+ = (dim E) — 1.

3. Repete 1. e 2. para E=F'eas restrigoes de A e de B para obter um
autovetor & comum de A e de B. O processo termina depois n = dim E passos
porque em cada repeticao a dimensao diminui por 1.

'« Exercicio. O

11.4 Operadores nao-negativos

Definicao 11.4.1. Um operador auto-adjunto A = A* € L(FE) é chamado de
operador nao-negativo, simbolo A > 0, se

(Av,v) >0, VYveE.
No caso (Av,v) > 0 Vv # O chama-se A de operador positivo, simbolo A > 0.

Lembre que o complemento ortogonal v+ de um vetor nio-nulo é um hi-
perplano de F e assim decompde E em dois semi-espacos cuja intersecio é vr.
Uma interpretagao geométrica do que um operador A = A* é ndo-negativo seria
que cada um vetor imagem Av aponta no mesmo semi-espago como o vetor v.

Vamos ver que Av € v s6 é possivel no caso do vetor nulo Av = O.

4

— L

;\\ V"L‘

Figura 11.1: Operador nao-negativo A > 0 nao inverta direcao “ao passado”

Exercicio 11.4.2 (Quadrado de operadores auto-adjuntos). A4 = A* = A% > 0.

Teorema 11.4.3 (Operadores auto-adjuntos). Seja A = A* € L(E). Entdo po-
sitividade de A € equivalente a positividade de todos os autovalores, em simbolos

A>0 & specAC (0,00).
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Analogamente A >0 & spec A C [0,00).

Demonstrag¢ao. “=" Seja Av = Av onde v # O, entdao A(v,v) = (Av,v) > 0.
“<” Seja X = {&1,...,&,} uma base ON de E de autovetores, ou seja AE; = \;§;
onde \; > 0. Nesta base escreve v € E \ {O} como v = > 1" | ;&;, usando

(€, &) = dij obtemos (Av,v) = (3211, @ A&, D0 &) = o0 afXi > 0. O
Corolério 11.4.4. Seja A >0 ev € E, entdo

(Av,v) =0 = Av=0.
(Escrito em outros simbolos, se A > 0 entdo vale: Av Lv = v € N(A).)

Demonstrag¢ao. Como na prova do teorema anterior seja X = {&1,...,£,} uma
base ON de E composto de autovetores de A. Suponhamos que os primeiros
k formam uma base Xy = {&1,...,&} do nicleo N(A) = Ey; possivelmente
X = 0. Escrevemos v =) .| a;&;. Entao a identidade

(Av,v) Za)\

1=k+1 0
implica que agy; = -+ = @, = 0. Assim

Av=o0q M &+ Far A § + a1 A1 + -+ o A6 = 0.
0 0 g 0

Coroléario 11.4.5. A>0 & A >0 e A € invertivel.

Demonstra¢do. “=" Logicamente A > 0 implica A > 0. Segundo Teo-
rema 11.4.3 os autovalores de A sdo > 0, assim N(A) = {O}. Consequente-
mente A é injetivo, equivalentemente sobrejetivo, entdo um isomorfismo, assim
invertivel segundo Proposicao 6.4.4.

“<” Seja A > 0 invertivel, particularmente N(A) = {O}. Dado v € E néao-
nulo, entdo Av # O e dai (Av,v) # 0 conforme Corolério 11.4.4. De outro lado
(Av,v) > 0 segundo & hipétese A > 0. O

Teorema 11.4.6 (Raiz quadrada ndo-negativa / positiva). Todo operador nao-
negativo admite uma unica raiz quadrada ndo-negativa: Dado A > 0, entdo
existe um dnico B > 0, chamado de a raiz quadrada nao-negativa de A, tal
que B2 =A. Vale A>0 << B >0 e B é chamado de raiz quadrada positiva.

- , - . - 1
Notagoes comuns para a raiz quadrada nao-negativa sao v A ou Az.

Demonstragdo. Seja A > 0. EXISTENCIA. Segundo Teorema 11.4.3 sabemos
que A tem autovalores A; > 0, com efeito

spec A ={A1,..., A} C[0,00)
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onde r < n :=dim E. Segundo Teorema 11.3.3 temos a soma ortogonal
E:EM@"'@EAT‘

Escrevemos v € E na forma v = v1 + - - - + v, para autovetores unicos v; € Ej,,
veja Teorema 2.3.4. Assim Av = A\jvy + -+ 4+ A.v,.. Definimos o candidato para
a raiz quadrada assim

B: E— F, U»—>\/)\>1v1+--~—|—\/):vr.

Obtemos imediatamente que B? = A, com efeito

B =B(VAon + -+ V) = VAL o+ VA v = Av,

Escrevendo w € E analogamente como w = wy + - - - 4+ w, seque que B = B*:

T T

(Bo,w) = Z<ij7wj> = Z<’Uj7\/)‘7jwj> = (v, Bw)

j=1 j=1
onde temos usado ortogonalidade E;, L E; na igualdade 1 e 3. Similarmente

T T
(Bu,v) =) <\/>\>jvj,vj> => VAlul* =0
j=1 j=1

o que conclui a prova de B > 0.
UNICIDADE. Suponha que um operador C' > 0 satisfaz C? = A.
1) Os autosubespagos E), de A sdo invariante por C: Dado v € E),, segue
Cv € E,, da comutatividade AC' = C'A a qual vale segundo a hipétese C? = A.
2) A restrigao C; := C|g,, iguale Vi I: A restricao existe segundo 1) e é auto-
adjunto segundo Lema 11.0.4 usando a hipdtese C' = C*. Conforme o teorema
espectral existe uma base ON do dominio E, de C; composto de autovetores de
C;. Assim resta mostrar que C; admite sé6 um autovalor e ele é v/\;. Existéncia
de um autovalor é garantido por Proposicao 11.3.2. Suponha entao que C;§ = ué
onde € € Ey, e p € R. A hipétese C > 0 implica que g > 0. Como

A€ = A& = O(C€) = O(ug) = p(C€) = p*¢

e como & # O segue que ph = \/A;.
3) Escrevendo v € F mais uma vez na forma v = v + -+ - + v, obtemos que

Cv=Cvi+---+Cu, 2 VA4 VA By,
Prova-se analogamente o caso A > 0. O
Comentario 11.4.7.

a) (Rgoo)2 = Rggo Rggo = R1gp0 = — 12 < 0. (Nao todo quadrado é > 0)
(Rgoe nao é auto-adjunto conforme Exercicio 11.4.2)
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b) vale cc = 1y > 0 para (Existéncia de outras rafzes ¢ 2 0)
. 2 -1 - . =

— a matriz ¢ = 3 _9 2 0; nao auto-adjunta e Ax = +/7 20
. 2 2 . 145

— a matriz ¢ = 9 1 2 0; auto-adjunta mas Ay = 5 £ 5 20

— a matriz ¢ = —1y 2 0; auto-adjunta mas (cei,e1) = —1 20

— a matriz ¢ = 1, > 0. a raiz quadrada nao -negativa tnica

Teorema 11.4.8. Seja A € L(E,F) onde E e F espagos vetoriais de dimensoes
finitas e munido de produtos internos. Entao vale o seguinte.

(i) A*A>0e AA* > 0.
(i) (A*A>0eAA* >0) & A invertivel.
(iii) N(A*A) =N(A) e N(AA*) = N(A").
(iv) posto(A*A) = posto(A) = posto(A*) = posto(AA*).

Demonstragao. (i) (A*A)* = A*A* = A*A e (A*Av,v) = (Av, Av) > 0.
(ii) Segundo Coroldrio 11.4.5 temos as equivaléncias seguintes.

A*A>0 & A*A>0e A*A invertivel = A injetivo. (11.4.1)
AA* >0 < AA" >0e AA" invertivel = A sobrejetivo.

As duas implicagoes reversas valem segundo Proposigao 10.2.1.

(iii) N(A*A) = N(A): *C’ Seja A*Av = O, entdo Av € N(A*) "2 (im (4)) L.

Assim Av € im (A4) N (im (A))1 = {O} provando que Av = 0. "D’ trivial.

(iv) dimim (A*A) = dim E — dimN(A*4) "2 dim E — dim N(A) = dim im (A)
onde temos usado o Teorema 6.5.1 de Nucleo e Imagem no passos um e
trés. Analogamente obtém-se dimim (AA*) = dimim (A*) =: posto(A*). Mas
posto(A*) = posto(A) segundo Coroldrio 10.1.8.

As afirmagoes cujas provas temos omitidos acima prova-se analogamente. O

Corolario 11.4.9. Para A € L(E, F) vale o seguinte.
a) A injetivo < A*A invertivel.
b) A sobrejetivo & AA* invertivel.

Demonstragao. "=’ Proposi¢ao 10.2.1. <’ (11.4.1). O
Note que 0 maximo posto de uma matriz a: R — R™ é o minimo

n < ainjetivo < a’a invertivel (11.4.2)

min{n,m} = { - o

m < a sobrejetivo < aa' invertivel
onde as ultimas equivaléncias usam Coroléario 11.4.9.
Podemos produzir exemplos de matrizes positivas e nao-negativas simplesmente
assim: Tome uma matriz a de posto méximo. Enquanto ambas a’a e aa’ siao
> 0, a menor é > segundo Coroldrio 11.4.5 ¢ (11.4.2).
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1 2 3
2 3 4
m = 2 como as primeiras duas colunas sdo LI e assim ja geram R2. Assim

5 8 11
aat_<;g §8>>0, ala= |8 13 18] >0
11 18 25

Exemplo 11.4.10. A matriz a = [ ] :R3 — R? ¢ de posto maximo

11.5 Teorema dos valores singulares

No seguinte trata-se de uma extensao do teorema espectral a operadores li-
neares gerais, auto-adjunto ou nao, entre espagos vetoriais com produto interno.

O Teorema dos valores singulares serd usado para estabelecer a decomposicao
polar de operadores nao-negativos (Teorema 12.3.1).

Teorema 11.5.1 (Teorema dos valores singulares). Sejam E e F' espagos ve-
toriais de dimensdes finitas e munido de produtos internos. Seja A € L(E,F)
e seja r = posto(A). Entdo vale o sequinte: Existem bases ONs

X:{glﬂ"'7§7‘7§7‘+1?"'7§n} deE7 y:{771’""777‘7777“-{-1’"'777771} d6F7
—_—— ——— —_——— ——————
ImA* N(A) ImA N(A4¥)
e 0s chamados valores singulares® o1, ...,0, € (0,00) de A tal que

A& = o, Ay = 04, i=1,...,m7
A& =0, A*n; = O, Jj>r.

Demonstragio. Vale A*A > 0 e posto(A*A) = posto(A) = r segundo Teo-
rema 11.4.8. Conforme o teorema espectral, Teorema 11.3.3, existe uma base
ON X = {&,...,&,} de E tal que A*A¢; =02 como; >0seie{l,...,r}e
o; =0se j >r. As imagens

;= %Afi, i=1,...,7 = A'n; = %A*AQ = 0i&;
sdo dois-a-dois ortogonais e de comprimento 1, com efeito
(i,05) = 7o (A&, AG) = - (6, ATAE) = 7 (6, &) = 22635 = 0
3

para Vi, j =1,...,7. Segundo Teorema 11.4.8 vale N(A*A) = N(A), dai A; =
O se j > r. Escolha uma base ON {n,11,...,7,} de (ImA)+ = N(A4*). O

Observe que {n1,..., Py Nri1,---,0m} é uma base ON de autovetores de
AA*: F — F com autovalores associados o7 se i € {1,...,r} eo; =0sej >r.

2 as raizes dos autovalores positivos, contados com multiplicidades, do operador A* A > 0
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11.6 Exercicios

Para todos os exercicios F é um espago vetorial de dimensao n < oo, munido
de produto interno.

1.

Sejam A, B € L(F) auto-adjuntos tais que (Av,v) = (Bv,v), para todo
v € E. Prove que A = B.

. Determine A = A* € L(R?) tal que

A(2,-1,-2) = (1,1,13) e  A(3,—6,—6) = (3,21,33),
sabendo que o trago de A é 5.
Seja A € L(R?) tal que A(4,4,—-2) = (10,-2,-2) e

A4, -2,4) = (=2,10,-2), A(1,-2,-2) = (1,1,-5).

Prove que A* = A.

. Sejam A, B € L(FE) auto-adjuntos. a) Prove que AB+ BA é auto-adjunto.

b) Que se pode dizer sobre AB — BA?

. Sejam A, B € L(E) auto-adjuntos tais que BA é diagonalizével.> Prove

que AB também é diagonalizével.

[Dica: Veja §10.5 Exercicio 5 (b).]

Seja P € L(F) uma projecao ortogonal. Encontre uma raiz quadrada B
nao-negativa de P. E tnica?

[Dica: Lembre-se que 2P =1+ S, onde S € L(E) ¢é a reflexado ortogonal
em torno de F :=Im(P).]

3 Uma transformagio linear A € £(E) é chamada diagonalizavel se, e somente se, existe
uma base U de F tal que a matriz a = [A]y; de A é da forma diagonal. Neste caso, os elementos
de U sdo os autovetores de A e a diagonal da matriz a contém os autovalores de A.






Capitulo 12

Operadores ortogonais

Neste! Capitulo 12 consideramos operadores lineares
A:E—F
exclusivamente entre espacos vetoriais de dimensao finita com produtos internos
E=(E (,)e), F=(FC()r),

e dimensdes n = dim E e m = dim F'. Dévido aos produtos internos o corpo
sempre serd K = R. Em vez de (-,-)g ou (-, ) escrevemos geralmente (-,-), o
contexto vai indicar do qual produto interno trata-se, aquele de E ou F.

Vamos estudar aqueles operadores as quais preservam o produto interno no
sentido que o produto de dois vetores é igual ao produto das imagens deles

(v, w) = (Av, Aw)

para todos os vetores v,w € E. Tal operador A é chamado de isometria ou,
motivado pelo caso das matrizes, operador ortogonal.

12.1 Matrizes ortogonais

Definicao 12.1.1. Uma matriz u = (u;;) € M(m x n) é chamado de matriz
ortogonal se suas colunas u,1, ..., Us, € R™ formam um conjunto ON.?

Observe que as n colunas de uma matriz m X n ortogonal formam uma base
ON da imagem da matriz no R™.

Corolério 12.1.2. Para uma matriz ortogonal u = (u;;) € M(m x n) vale que

(i) n < m; mais linhas como colunas

1Cap. 12 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 11 de julho de 2024
2 como devem ter norma 1 todas as colunas de uma matriz ortogonal sio ndo-nulas

155
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(ii) posto(u) = n; posto € mdximo = numero de colunas

(iii) u € injetiva. invertivel no caso quadrado n =m

Demonstragao. (i) ON e ndo-nulo implica que {Ue1, ..., Uen } é LI, dai 0 nidmero
n de elementos deve ser menor ou igual a dimensao do espaco ambiente R™.

(ii) posto(u) := dimIm(u) = pc(u) = n. (iii) Segundo o teorema de nicleo e
imagem dim R" = dim N(u) 4+ dim Im(u), daf dim N(u) = 0. O

Lema 12.1.3. u matriz ortogonal colunas ON < ulu =1,
Demonstracdo. u € M(m x n) ortogonal < (U, Uer) = 0 V7, k, mas

Sjk = (Uej, Uek) Zuzguzk = Z( u')ju = (u'u) .

i=1

O

E interessante observar que o produto matriz de duas matrizes ortogonais
multiplicdveis, ou seja u € M(m x k) e v € M(k x n), é ortogonal também

(uv)i(uv) = v uluv = viv = 1,.

Ly

Matrizes quadradas — o grupo ortogonal

Lema 12.1.4 (Matrizes ortogonais quadradas). Para uma matriz quadrada u €
M(n x n) sao equivalente

(i) u ortogonal;

(ii) u™?t eziste e iguale u';
(iii) as colunas de u formam um conjunto ON; I, = u'u
(iv) as linhas de u formam um conjunto ON; 1, = uu’
(v) ul ortogonal.

Demonstragdo. (i) < (ii) A identidade u'u = 1,, entre matrizes quadradas
significa que u’ e u sdo inversas uma da outra. (i) < (iii) Defini¢ao 12.1.1

(iii) < (iv) Note que como u™?! existe utu = 1,, & uu’ = 1,,, mas a segunda
identidade significa (analogamente & prova de Lema 12.1.3) que as linhas de u
sao todas nao-nulas e formam um conjunto ON.

(iv) & (v) As linhas de u séo as colunas da transposta. O

Exercicio 12.1.5 (O grupo ortogonal O(n)). Mostre que o conjunto O(n)
das matrizes ortogonais quadradas n X n munido do produto matriz é um grupo.

Exercicio 12.1.6. Matrizes de passagem p entre bases ONs sao ortogonais.

Exercicio 12.1.7 (O(1)). Mostre que O(1) = {—1,+1} = S° onde a esfera
unitéria S*~! C R™ é composto dos pontos da distancia 1 da origem.
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R b
ﬂ - w& S

Figura 12.1: Grupo ortogonal O(2) composto de rotagdes e reflexdes ortogonais

Exemplo 12.1.8. O grupo ortogonal O(2) é composto de dois circulos
0(2) = {rotacoes Ry} U {reflexdes ortogonais Sy, } = S* U S* (12.1.1)

onde L, é a reta em R? passando O e formando o angulo ¢(6) com o eixo-z.

Para entender (12.1.1) relembre que as duas colunas de uma matriz 2 x 2
ortogonal u sdo vetores unitérios ortogonais. Seja 6 € (—m, 7] o dngulo entre o
eixo-z no R? e o ponto cujas coordenadas sdo as entradas da primeira coluna.
Assim a primeira coluna é da forma (cosf,sin ). A segunda coluna é ortogonal
a primeira - mas isso deixa escolher uma de duas possibilidades como ilustrado
na Figura 12.2. Assim a matriz u é, ou a matriz ry de uma rotagao, veja (4.3.1),
ou a matriz Sa(0) de uma reflexao ortogonal como vamos mostrar no seguinte.
Note que detrg = 1, enquanto dets,g) = —1.

(s) oe ¢ ﬁf]

<] (J s "C
I (Q/E«) (5) so(el__is ,Sc]

Figura 12.2: Colunas de uma matriz ortogonal sao ON e descrito pelo angulo 6

REFLEXAO ORTOGONAL. A matriz s = s,(4) ¢ simétrica, assim auto-adjunta,
e pelo Teorema Espectral tem 2 autovalores contados com multiplicidade, de fato

ps(A) = A% —tr(sp)\ +det(sy) = A2 —1=0 < I==+1.

Usando o teorema da adi¢do de seno/coseno e que | — cos” & = sin? g, obtemos
20 22 .
1—cosf (D.1.2) | —cos”™ 5 +sin g smg 0
. = 0 0 = 7 = tan 5.
sin ¢ 2cos 5 sin 5 coS 5

2 2 2

Calculagao mostra que um autovetor para A = 1 é, por exemplo, dado por

_ 2]
fl 251(0) = |:1c1059:| = |: ! 49:| ) 571 :rﬂ/2€1 = |: tflin2:| .

sin 0 tan 5
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Um autovetor para A = —1 deve ser ortogonal a &; e por isso temos simplesmente
aplicado a rotagao. O spectro sendo {£1} e ortogonalidade dos autosubespagos
ja diz que trata-se de uma reflexao ortogonal sobre a reta L passando O = (0,0)
e contendo o vetor & como ilustrado na Figura 12.3.

S—L:/ a:ﬁm\P
% = b
\‘PE[’%/T/F?_]

L *ff]
Jin® ~ =
Figura 12.3: Reflexao ortogonal sobre reta L, := R(1,a)) = R&; e angulo ¢ = g

A reta L é da forma L, := R(1,a) onde a = tan g, compare Defini¢do 4.3.8.
Seja ¢ € (—m/2,7/2] o dngulo do eixo-x para a reta L,, positivo no sentido
contra-horario. Note que

a
tanp = 1 :tan§

o que mostra que ¢ = 6/2 como ilustrado na Figura 12.4.

0o a:‘fwlf
Cm%
T/ g Tia N4
- 00

Figura 12.4: Os angulos 6 da 1* coluna (e da rotacdo) e ¢ = 6/2 da reta L,

Relembramos a férmula (4.3.4) da matriz s, da reflexdo ortogonal em torno
de L,. Obtemos que®

1—a? 2a .
e —— m = SIln 9
Assim a reflexdo ortogonal (4.3.4) iguale a segunda forma da matriz ortogonal

(34) 1 1—a? 2a _ |cosf  sinf |
Sa = 1+a2| 2a —(1—a?)| ~ |sin@ —cosf = Sa(0)-

Isso conclui nossa anélise do grupo ortogonal O(2) = {u € M(2) |u’ =u~'}.

2 2 _
s +1722(,+c — 21 207 vale

3 Abreviando ¢ = cosf e s = sin 6, assim a = 15;6, vale 14+a? = " =

1—a%=2ci5 1-c
S S

¢ e vale 2a = 2
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12.2 Operadores ortogonais

Teorema 12.2.1. Para um operador A € L(E, F) sdo equivalente

(i) |Av| = |v| Yv € E; “A preserva norma”
(i) |Au — Av| = |u —v| Yu,v € E; “A preserva distancia”
(iii) (Au, Av) = (u,v) Yu,v € E; “A preserva produto interno”
(iv) A*A = Ig; “A* ¢ inversa & esquerda de A”

)1 a matriz a == [A])c,y ¢ ortogonal para todas bases ONs X e Y;

V)2 a matriz [A]ny é ortogonal para um certo par de bases ONs X e Y;
(vi)1 o operador A leva uma certa base ON X de E num subconjunto ON de F';
(vi)a o operador A leva todas bases ONs X de E em subconjuntos ONs de F.

Demonstra¢do. Teorema C.7.1 O

Definicao 12.2.2. Chama-se A € L(E,F) um operador ortogonal se A
satisfaz uma (portanto todas as) afirmagoes de Teorema 12.2.1.

Operadores em FE
Lema 12.2.3. A € L(E) ortogonal & A* = A1

Demonstragio. '=" Existéncia de uma inversa a esquerda de A (A*A =1Ig) <
A injetivo (Teorema 6.3.6) < A sobrejetivo (Coroldrio 6.5.2 como dominio e co-
dominio sdo iguais) < existéncia de uma inversa a direita de A (Teorema 6.2.3).
Pela Definicao 6.4.1 a inversa de A existe e é igual A*. ’<’ (iv) ¢ trivial. O

Lema 12.2.4. Seja A € L(E) ortogonal, entio
a) A€spec A = Ae{-1,+1}; “spec A = ) € possivel: A = Roggo”
b) E_; 1L E;. “Byy = {O} ¢é possivel: A = Rggo”
Demonstragao. a) Suponha que Av = Av onde A € R e v € F nao-nulo. Entéo
segundo Teorema 12.2.1 (i) obtemos |v| = |Av| = | v| = |A| - |[v|. Dal |A| = 1.

b) Dado u € Eq e v € E_1, entéo segundo Teorema 12.2.1 (iii) obtemos que
(u,v) = (Au, Av) = (u, —v) = —(u,v). O

Lema 12.2.5. Seja F' C E um subespaco invariante por A € L(E).

a) A ortogonal = AF+ C F* e a restricio A|: F+ — FX ¢ ortogonal.
b) A invertivel = A™'F C F.
Demonstragio. a) Como A é injetivo, a restricdo A|: F — F é injetiva e por

isso sobrejetiva (Coroldrio 6.5.2), daf bijetiva. Assim para todo f € F existe
hy € F tal que Ahy = f. Dado g € F+, vale que

Teor. (iii)
(Ag, f) = (Ag, Ahg) =" (g,hg) =0.
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‘v olacsen @q(v'aoi\(uuhi)
S=T S=y
(S=5-1)

-_z '@
‘I
S“’:S\I
U\ll\’)ad\«@'&

Figura 12.5: Na intersecao estao as reflexdes ortogonais Sg, r_, € SE_, .k,

Como isso vale Vf € F segue Ag € FL. Para f € F vale |A|f| = |Af| = |f].
b) Como em parte a) concluimos que a restrigdo A|: F' — F é um isomorfismo.
Assim para todo f € F existe hy € F tal que Ahy = f,ouseja A~ f =hy € F.
Dado f € F, entdo para todos os g € F* vale que

(A fg)y=(hs, g )=0.
~ =~
FFL
Isso prova que A1 f € (F+)t = F. O

Comentario 12.2.6. Seja S € L(E). Como ilustrado na Figura 12.5 duas das
trés propriedades seguintes implicam a terceira

(i) S? = I; (& 5= 571) “involugao”
(ii)) S* =5, “auto-adjunto”
(iii) S* = S1. “ortogonal”

Casodim FE =2

Comentario 12.2.7 (Operadores ortogonais na dim E = 2). Seja A € L(E)
ortogonal. Entdo o spectro de A é da forma {1}, {—1}, {—1,1}, ou 0.

a) Caso spec A = {1}. Neste caso A =1g.
Para ver isso, observe que segundo hipédtese existe £ = O tal que A =1-&. O
complemento ortogonal do subespago F' := (£) é de dimensao 1 como dim F = 2.
Pegue n € F* tal que || = 1. Como An € F* (Le. 12.2.5), como F*+ = (n), e
como |An| = |n| =1 segue que An = £n. Como spec A = {1} deve ser An = .
Como ¢ L 7 o conjunto {&,n} forma uma base de R2. Daf A = I.

b) Caso spec A = {—1}. Neste caso A = —Ig. Anélogo caso a).

c) Caso spec A = {—1,1}. Neste caso A é uma reflexdo ortogonal.
Segundo hipétese existem vetores unitédrios tal que A  =&e An=—-nef Ln
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segundo Lema 12.2.4. Assim A é a reflexdo ortogonal em torno da reta (£). A
matriz do operador A em respeito a base ON B = {{,n} é [A]z = diag[1, —1].

d) Caso spec A = (. Neste caso A é uma rotagao.
Escolha uma base ON X' de E. Entao a := [A], é uma matriz ortogonal. Das
duas opgoes ry e sy na Figura 12.2 s6 a matriz da rotagdo com 6 ¢ Zx é possivel
porque as outras matrizes sao simétricas e por isso possuem autovalores.

Forma normal para operadores ortogonais

Teorema 12.2.8 (Forma normal de operadores ortogonais). Para A € L(FE)
ortogonal existe uma base ON X de E tal que a matriz de A € da forma bloco

1y,
o 6, —sinf
_ ro _ [cos; —sind;
[Alx b ’ To; Lin 0; cosb;,

} (12.2.1)

Ty

r

onde todas outras entradas sao 0 e k,¢,r > 0 satisfazem k+{+2r =n =dim F.

Demonstracgo. O subespago F' := Fy; & E_; é invariante por A. (Permitimos
excepcionalmente Fp = {O} e B = {O}.) Por isso F* também ¢é invariante
por A e a restricio A|: F+ — Ft é ortogonal (Lema 12.2.5). Escolha bases
ONs Xy ={e1,...,ext de By e X_1 = {ekt1,...,6p+e} de E_q.

Como F~ nio contem um subespaco invariante por A da dimensao 1, ele deve

conter um subespago G invariante por A da dimenséo 2 segundo Teorema C.5.1.
Escolha uma base ON Z; = {&,m1} de G. Como A| € L(G) é ortogonal e
dim G = 2 o Comentdrio 12.2.7 d) aplica e a matriz ry, := [A[| ;, é uma rotagao
por um angulo 6, ¢ Zm.
Agora consideramos o complemento ortogonal G+ de G em F e repetimos o
argumento obtendo rp,. Como em cada uma iteracao a dimensao diminui por
2 o processo vai terminar depois um numero finito » > 0 de iteragoes.

A base ON desejada é X := X1 UX_1UZ U ---U2Z,. O

Corolario 12.2.9. No caso de dim E impar todo operador ortogonal A em E
possui pelo menos um autovalor, em simbolos O # spec A C {—1,+1}.

12.3 Decomposicao polar

Vamos generalizar a representacao polar de um numero complexo nao-nulo
z = pe'® como o produto da distancia p > 0 da origem e a rotacio do eixo-x
pelo angulo A, uma transformagcao linear ortogonal.

Teorema 12.3.1 (Decomposicao polar). Seja A € L(E). Entdo eristem um
operador ortogonal U em E e unicos operadores P, P >0 em E tal que

A=UP, P :=VAA.

A=PU, P =
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Se A € invertivel, entdo P, P > 0 ainda sao positivos, assim invertiveis, e neste
caso U = P71A = AP~ € dinico também.

Demonstragio. EXISTENCIA. Dado A € L(E), segundo o Teorema 11.5.1 (dos
valores singulares) existem duas bases ONs X = {&1,..., & e Y ={m,...,n}
de E e ntimeros o, > 0 tal que A&, = opny para k = 1,...,n.% Definimos trés
transformagoes lineares P, U, P: E — E através de seus valores numa base

Py, := opni, U&= m, P& := oyéy, k=1,...,n.

Como as bases X e ) sdo ONs os operadores P = P* e P = (]5)* sao auto-
adjuntos (Teorema 11.3.3). Como os seus autovalores o sd@o nao-negativos
obtemos que P > 0 e P > 0 sdo nao-negativos (Teorema 11.4.3). Como U
leva uma base ON num conjunto ON o operador U é ortogonal segundo Teo-
rema 12.2.1 (v);.

E suficiente checar as identidades A = PU e A= UP ao longo da base X'. Vale

PU¢, = Py = oxmi, = Ak,
UP&e = U(owée) = onr = A
UNICIDADE DE P E DE P. Como A = PU obtemos A* = U*P* = U*P, e

assim AA* = PUU*P = P? porque U é ortogonal. Agora o requerimento de
ndo negatividade faz P tnico (Teorema 11.4.6). Analogamente para P.

CAsO A INVERTIVEL. Neste caso P :~AU*1 ¢ invertivel, assim P > ( segundo
Coroldrio 11.4.5. Analogamente para P. Obtemos U = P~1A = A(P)~'. O

Exemplo 12.3.2 (N&ao-unicidade de U). Para ¢ = 0,1,2 sejam rp, matrizes
2 x 2 de rotacao (12.2.1). Definimos matrizes 4 x 4 de blocos 2 x 2 assim

_|re, O __|re, O __|re, O |1 0 >
_[0 0], ul'_[O rej’ u2.—|:0 ro,|’ P=147 9 > 0.

Essas matrizes satisfazem
a=pu; =puy, a=up=usp.
Exercicio 12.3.3. Ache a decomposi¢ao polar a = pu da matriz
. [2 2 ] |
2 -1

Uma solugao. O primeiro passo sempre é checar se a matriz é invertivel porque
neste caso temos unicidade da decomposicao polar e férmulas para a solugao, a

4 De fato A*A > 0 possui, segundo o Teorema Espectral, uma base ON X = {¢1,...,&,}
composto de autovetores de A*A com autovalores 0 < A1 < Ay < --- < A\ e Aj = 0 para
j=r+1,...,n onde r = posto(A*A) = posto(A). Define-se o), := v/ Ay parak =1,...,n e
n; = 0; LA parai=1,...,r. Escolhendo uma base ON {n,+1,...,7n} de N(A*) obtemos
uma base ON Y = {n1,...,n,} de E.
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saber p := vaat > 0 e u:= p_'a. Com efeito, como deta= —2 -4 = —6#0
a inversa a~! existe. A matriz simétrica

|8 2
b.—aa—[2 5}

tem polinémio caracteristico py(A) = A% — 13X + 36 e assim specb = {4,9}.
Resolvendo os sistemas lineares bé = 4¢ e b = 9¢ obtemos autovetores

5[ o5

A raiz quadrada nao-negativa p de b é pela defini¢ao

% (Pe1 — 2pey) = péyi= VA& = —= (e1 — 2e3),
% (2pe1 + pe2) = péo = \/§Eg = % (2e1 +€3).

Resolvendo as duas equagoes para pe; e para pes obtemos

Sl

14 n 2 2 n 11
e = —e;+ —e €y = —e1 + —eq.
pe1 = 61T €2, pex = g1+ e
Os coeficientes nestas duas equagoes disponibilizam as duas colunas da matriz
1714 2 / )
= — - O ~ — N oG oe =9 1 )
P [P]g 5 {2 11] > 0 como p =p' especp =1{2,3} C (0,00)

onde & = {e1, ez} é a base candnica de R%. Calculamos a inversa, por exemplo
usando a férmula (A.4.1) ou o método de Gauss-Jordan, e obtemos

1 [11 -2 113 4
-1 R = -1 = e e /= —
p {2 14} , u:=p ‘a= : [4 3} € 0(2).

~ 30
Outra solugao. Como na primeira solucdo definimos b := aa’ e calculamos os
autovalores spec (b) = {4,9} e autovetores &4 e { de norma 1 as quais formam

uma base ordenada ortonormal X de R?. Assim a matriz q := [Igz2]y o (cujas

1

colunas sdo &4 e &) é ortogonal, ou seja q~! = q°. Motivado pela identidade

b = [bl; ¢ = [Ir2]y ¢ [bly x [Ir2]¢ » = q diag[4, 9] q’,

I

e usando q ' = q?, definimos a raiz quadrada positiva da matriz b assim
o b2 (1 2]z 0] .t 2] 14 2
\fb'—qdlag[\/‘z”@]q—ﬂ{ﬂ 1o 3)vEl2 1]75]2 ul

Observe que Vb é simétrico e positivo e que seu quadrado é b.5 Invertemos
p := v/b com a férmula (A.4.1), entdo obtemos u como produto matriz

=212 2] . [3 4
ui=p a= {2 14} [2 1]—5{4 3}60(2).

® VbVb = qdiag[V4, V9] q~'qdiag[v4, V9] a ! = qdiag[V4, vI]diag[v4, V9] q! = b.
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12.4 Exercicios
1. Dé os seguintes exemplos:

(a) Uma matriz invertivel cujas linhas sdo duas a duas ortogonais mas
as colunas nao sao.

(b) Uma matriz (ndo-quadrada) cujas linhas sdo ortogonais e tém a
mesma norma, mas as colunas nao sao ortogonais.

(¢) Uma matriz cujas linhas (e colunas) sdo duas a duas ortogonais mas
as normas das linhas s@o diferentes.

2. Para quaisquer bases ortonormais X = {&1,...,&.} e Y ={m,...,n,} de
E, prove que existe um operador ortogonal A € L(E) tal que

A& =m, ..., A& =,

No caso E = R? e se as bases dadas sdao formadas pelos vetores
a=1122, &=121-2, &=3i2-21),
m=#(2,36), m=3(62-3), n3=1%(3,-6,2),

determine a matriz de A na base candnica £ = (e1, e, e) de R3.

3. Se uma matriz triangular é ortogonal, prove que ela é diagonal e seu
quadrado é igual a matriz identidade.

4. Sejaa=[a1 ... an] € M(1xn) tal que a +---+ a2 = 1. Prove que
a'a € M(n x n) é uma matriz de uma projegao ortogonal. Determine a
imagem e o ntcleo dessa projecao.

5. Ache uma matriz ortogonal 4 x 4 cujos elementos sdo todos da forma j:%.

6. Obtenha a decomposicdo polar® da matriz

V2 11
a=|-—v2 1 1
0 1 -1

6 a = pu onde u é ortogonal e p satisfaz p* = p e (pv,v) > 0 para todo vetor v.



Capitulo 13

Produto hermitiano

Neste! Capitulo 13 consideramos exclusivamente espacos vetoriais complexos
Z=(Z,+,,C), W= (W+,-0),
entao o corpo s@o os nimeros complexos. Suponhamos que as dimensoes
n =dim Z < oo, m=dimW < oo,

sdo finitas (exceto quando especificado diferente). Como na dimensao finita
produtos hermitianos existem, podemos supor que Z = (Z, (-, -)), também W =
(W, (-,-)), ¢ munido de um produto hermitiano, notacao (-, ).

13.1 Definicoes

Numeros complexos

Um niimero complexo é uma expressao da forma ¢ = v+ onde o, f € R
sao numeros reais e ¢ ¢ um simbolo. Os niimeros reais definidos assim

Re(a +if) := a, Im(a +i08) := 85,
chama-se de parte real e parte imaginario do nimero complexo. O nimero
a+if:=a—if

é chamado de complexo conjugado de um nimero complexo. Observe que um
nimero complexo igualando seu préprio conjugado é um numero real ¢ = ¢ € R.

Seja C o conjunto de todos os nimeros complexos. Adigao e multiplicagao
de nimeros complexos sao definidas assim

(a+1iB) + (v +id) == (a+7) +i(B +9),
(+1iB) - (v +id) := (ay — BS) + i(ad + ).

LCap. 13 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 11 de julho de 2024
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E 1til abreviar uns tipos especiais de niimeros complexos como
0+iB8 =:1ip, a+10 =: «a, a+il=:a+i.
Assim 4 abrevia o nimero complexo 0 4 il. E consequentemente

i? abrevia (0441)* = (0 +i1)(0+41) = (0* = 1*) +i(0-1+1-0) = —

Matrizes complexas

A complexa conjugada de uma matriz a = (a;;) € M(m xn;C) é a matriz
a = (a;;) cujas entradas sdo os complexos conjugados das entradas de a.

Uma matriz hermitiana é uma matriz quadrada a € M(n x n;C) tal que
a = a’. A diagonal de uma matriz hermitiana tem entradas reais a;; = @j;.

Produto hermitiano

Definicao 13.1.1 (Produto hermitiano). Um produto hermitiano, ou pro-
duto C-interno, num espago vetorial complexo Z (a dimenséo pode ser infinita)
é uma funcgao de duas varidveis vetoriais

(,):ZxZ—=C
a qual satisfaz trés axiomas para todos os z,w,Z,w € Z e c € C, isto é
M) (z,w) = (w,2) (simetria-cc)

L) z4+zZ,w) = (z,w) + (£, w) (sesquilinearidade)
w—+w) = (z,w) + (z,w)

(
(2,
(cz, )— c(z,w)
(

z,cw) = ¢(z,w)

(POS) 2#0 = (2,2)>0. (positividade)

As duas identidades em cinza seguem da identidade anterior junto com (SIM).
Neste caso Z é chamado de espago vetorial com produto hermitiano.

Do axioma (SIM) obtemos (z, z) = (z, 2), dai (z,z) € R deve ser real. Sesqui-
linearidade é necessario para obter positividade, a saber com linearidade famos
obter a contradicdo 0 < (iz,iz) = i*(z,2) = —(z,2) < 0.

Exemplo 13.1.2 (Produtos hermitianos).
(a) C" munido de (z w) = z1W1 + -+ 2, Wy
(b) C%([a,b],C) munido de (f,g f flz

Exercicio 13.1.3. Todo espago vetorial complexo de dimensao finita possui
um produto hermitiano.

[Dica: Pegue uma base ordenada B de E, exprime z € Z nesta base, Exem-
plo 13.1.2 (a).]
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13.2 Adjunta complexa Af

Definigao 13.2.1. A adjunta complexa de um operador linear A: Z — W
entre espacos vetoriais complexos é o tinico operador linear At: W — Z tal que

(Az,w) = (2, Alw)
para todos os z € Z ew € W.

Teorema 13.2.2 (Regras bésicas para a adjunta complexa).

() I =1
(ii) (A+B)" = At + Bf
(iii) (cA)t =cAf
(iv) (BA)t = ATBt
(v) (ANF =4
Demonstra¢do. Analogamente como Teorema 10.1.5. O

Exercicio 13.2.3 (A matriz da adjunta complexa Af). Dado A € L(Z,W) e
bases ONs X de Z e )Y de W, mostre que a é a matriz de A se, e somente se
a matriz da adjunta complexa é a matriz transposta complexo conjugada, em
simbolos
_ st _
a=[A],, < a'= [Af]y,x'

Exercicio 13.2.4 (A adjunta complexa a’ de uma matriz). Considere uma
matriz a € M(m x n;C) como transformacao linear a: C* — C™. Mostre que
a adjunta complexa é a matriz transposta complexo conjugada, em simbolos

al =a’.

13.2.1 Operadores complexos sao triangularizaveis

O seguinte teorema é o fundamento para o teorema espectral complexo, o
Teorema 13.2.9 embaixo.

Teorema 13.2.5 (Operadores complexos sao triangularizdveis). Todo operador
linear num espago vetorial complexo Z de dimensao finita é triangularizdvel, ou
seja, existe uma base na qual a matriz do operador € triangular. A base pode
ser obtida ON se Z € munido de um produto hermitiano.

Demonstracdo. Compare Teorema 8.2.9. O

Exercicio 13.2.6. Dado A € £(Z), mostre que se A¥ = O para algum k >
n =dim Z, entdao A" = O. [Dica: Teorema 13.2.5.]

Exercicio 13.2.7. Mostre que um operador A € £(Z) é nilpotente (a saber
Ak = O para algum k € N) se, e somente se, todos os autovalores sao nulos.
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13.2.2 Operadores normais

Definicao 13.2.8. Um operador A € £(Z) que comuta ATA = AAT com sua
adjunta complexa é chamado de operador normal.

Teorema 13.2.9 (Teorema espectral complexo). Um operador A € L(Z) é
normal ATA = AA" se e somente se existe uma base ON X = (&1,...,&,) de E
composto de autovetores §; de A.

Entao operadores normais sao diagonalizaveis. No seguinte estudamos dois
classes de operadores, hermitianos (generalizando auto-adjunto) e unitarios (ge-
neralizando ortogonal), ambos as quais sdo normais e assim herdam o teorema
espectral complexo, entao diagonalizabilidade.

13.2.3 Operadores hermitianos (complexo auto—adjuntos)

Definigao 13.2.10. Um operador A € £(Z) que iguale A = A" a sua adjunta
complexa é chamado de operador hermitiano ou complexo auto-adjunto.

Como hermitiano implica normal AAT = AA = A'A o teorema espectral
complexo vale.

Corolario 13.2.11. Para operadores hermitianos vale o teorema espectral com-
plexo, Teorema 13.2.9, e assim eles sao diagonalizdveis.

Exercicio 13.2.12. Mostre que operadores hermitianos tem autovalores reais.
Teorema 13.2.13. Seja A € L(Z), entdo
AT =A & a:= [A], = a' para todas bases ONs X de Z.

13.2.4 Operadores unitarios (complexo ortogonais)

Definigao 13.2.14. Um operador U € L(Z) tal que UT = U~! é chamado
de operador unitario ou complexo ortogonal. Como caso especial, uma

matriz unitaria é uma matriz quadrada complexa tal que u~! = @?.

Como unitario implica normal UUT = UU ! = I = U~'U = U'U o teorema
espectral complexo vale.

Corolario 13.2.15. Para operadores unitdrios vale o teorema espectral com-
plexo, Teorema 13.2.9, e assim eles sao diagonalizdvers.

Exercicio 13.2.16. Seja U € L(Z). Mostre que sdo equivalente:
() Ut =U-!
(il)) (Uz,Uz)=(z,2)Vz,2€ Z
(i) U2] = |2

[Dica: (iii)=(i) Verifique e depois use a férmula de polarizagdo complexa

1
(z,w) = 1 <|z +wf —z—wP+ilz+iw?—ilz— iw|2)].
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Capitulo 14

Formas quadraticas

Nas! Secoes 14.1 e 14.2 denotamos de E e F espacos vetoriais
E=(E,+,,K), dimFE =n, F=(F,+-K), dimF =m,
de dimensao finita e sobre o mesmo corpo infinito K. Na Se¢ao 14.2 suponhamos
que o corpo infinito nao tem caracteristica 2 e pode-se dividir por 2 em K.

Na Secao 14.3 consideramos o caso de um espago vetorial real £ = (E, +, -, R)
munido de um produto interno (-, ).

14.1 Formas bilineares b: £ X FF — K
Definigao 14.1.1 (Forma bilinear e matriz dela). Chama-se uma aplicagao
b: ExF =K, (u,v)— b(u,v)

de forma bilinear em E X F' se ¢ linear (4.1.1) em cada uma das duas varidveis
u e v. O conjunto de todas as formas bilineares em F X F', notagao

B(E x F,K) = (B(E x F,K),+,-,K)
é um espaco vetorial sobre K sob adigao de func¢ées e multiplicagao com escalares.

Definicao 14.1.2 (Matriz de uma forma bilinear). Dado basesU = {&1,...,&n}
de EeV ={n,...,nm} de F a matriz m x n denotado por

b =by,v = [bl;, ), e cujas entradas sdo b;; := b(§;, ;) € K

é chamada de a matriz da forma bilinear em respeito as bases Y e V. No
caso E' = F e U =V escrevemos simplesmente b = by, = [b],,.

LCap. 14 de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 11 de julho de 2024
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Teorema 14.1.3. Levar uma forma bilinear para a matriz dela
O =Py y: B(E x FK) - M(m x n; K)
b [b]u,v
€ um isomorfismo entre espagos vetoriais. Dai dim B(Ex F,K) = dim E- dim F'.

Demonstra¢do. Deixamos linearidade e injetividade de ® como exercicio. Sobre-
jetividade: Dado uma matriz b = (b;;) € M(m x n;K) e vetoresu € Eev € F,
escrevemos u = » ;- ;& e v =310, Bjn;. Defina b(u,v) := 37, s a;ifb;. O

Teorema 14.1.4 (Mudanga da base). Seja b € B(E x F,K). Seja p = [Ig], 7
a matriz de passagem entre bases de £ e q = [Ir|,, ;; entre bases de F'. Entdo

b = p'bq = p'bq caso U,U sio bases ONs (14.1.1)
onde b = [bl7 5 € b=[bly,.
Demonstragao. Teorema C.8.1. O
Lembre-se do espago dual E* = L(E,K).
Exemplo 14.1.5 (Produto tensorial). Dado funcionais lineares ¢ € E*, ¢ € F*
Y EXF =K, (u,v)— @u)i(v)

é uma forma bilinear em FE x F', chamado de produto tensorial de ¢ e 1.

14.2 Formas quadraticas q: £ — K

Nesta Secao 14.2 suponhamos que
e 0 corpo K ¢ infinito;
e o0 corpo K nao tem caracteristica 2;
e para cada um elemento a € K existe um tnico elemento g € K tal que
B+ B = «, notacao %a = 0.
Formas bilineares em E

Agora consideramos formas bilineares b: £ x F — K em E s6. Dado duas
bases U = {&1,...,&,} e U de E mudanga da base (14.1.1) toma a forma

b =p'bp = p~'bq caso U, U sdo bases ONs (14.2.1)

onde b = [b]; e b= [b],,. A matriz de passagem é p = [Ig],, 7. Dado u,v € E,

n

b(u,v) = Z @ifBjbij bij == b6(&, &),

ij=1

onde u=737" a;éi ev =737, B¢
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Definigao 14.2.1 (Autovalores e autovetores). Os autovalores de uma forma
bilinear b: F x F — K sao os autovalores de (qualquer) matriz dela, a saber

spec b := specb = specb (14.2.2)
onde b = [b],, e b= [b];. Mas para A € specb sé vale Ex(b) = pE,(b).
Definicao 14.2.2 (Anti/simetria). Uma forma bilinear b: E x E — K tal que

b(u,v) = £b(v,u) Yu,v € E
chama-se de simétrica '+, respectivamente, anti-simétrica '—’. Chama-se
65 (u, v) == % (b(u,v) + b(v,u), b™™(u,v):= 2 (b(u,v) —b(v,u)),
a parte simétrica, respectivamente, anti-simétrica. Denota-se de
BIN(E x F;K), BN x B K),
os espagos vetoriais das formas bilineares simétricas/anti-simétricas em E.
Comentario 14.2.3. Note os seguintes:

1. anti/simetria de uma forma bilinear é equivalente a anti/simetria da sua
matriz em respeito a qualquer base; bij = b(&, &)

2. para toda forma bilinear vale b = bim 4 pasim.

3. como a caracteristica do corpo K nao é 2, uma forma bilinear simétrica e
anti-simétrica é nula e por isso a soma seguinte é direta

B(E x F;K) = B(E x E;K) ® B (E x E;K).

Exemplo 14.2.4 (Produto tensorial anti/simétrico). Dado ¢ € E*,¢ € E*
potp: EXE—=K, (u,0) = @(u)(v)+e(v)i(u)

é uma forma bilinear simétrica, o produto tensorial simétrico de p e 9, e
AP EXE =K, (u,v) = o(u)ih(v) = (v)(u)

é anti-simétrico, o produto tensorial anti-simétrico de ¢ e .

Definigao 14.2.5 (Forma quadrética). Uma funcao q: E — K da forma
q(v) =b(v,v),  notagdo q = o,
onde b é uma forma bilinear chama-se forma quadratica em E.

Observe que q(v) = b(v,v) = b5 (v,v), Vv € E.
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Formas bilineares simétricas
No seguinte b = b%'™ denota uma forma bilinear simétrica em E. Simetria
de b tem a vantagem que é equivalente a validade da férmula de polarizagao

b(u,v) = 5 (b(u+v,u+v)—b(u,u) — b(v,v))

: (14.2.3)
2 (qo(u +v) — go(u) — qo(v)) .

Assim pode-se recuperar todos os valores de b(u, v) a partir dos valores b(v,v) =
qp(v) da forma quadrética.

Q.
@
-

Definigao 14.2.6. A matriz de uma forma quadrética q, em respeito a uma
base U de E é a matriz b := [b],, = (b;;) da forma bilinear (simétrica) b.

Os autovalores, assim o spectro, de uma forma quadratica q, sd@o os autova-
lores da sua forma bilinear (simétrica) b, daf conforme (14.2.2) os autovalores
de qualquer matriz de b. O posto de uma forma quadratica é o posto da matriz
em respeito a uma base.?

Dado uma base U = {&1,...,&,} de E, obtemos a férmula
qb(’U) = b(v,v) = Z OziOéjbij
ij=1
onde v = Z?:l ai&- € bij = b(flag‘])

Lema 14.2.7. Seja q uma forma quadrdtica. Se existe uma base U =
{&,...,¢&.} de E e escalares nao-nulos \; # 0 tal que vale a formula simples

q(v) = afA; +--- + a2\,
para todos os vetores v = a1&y + - - - + @&y, de E, entdo r = posto(q).

Demonstragdo. A matriz [q],, = diag[A,...,A,0,...,0] tem posto 7. O

14.3 Produto interno

Nesta Secao 14.3 consideramos o caso de um espago vetorial real £ munido
de um produto interno (-, -).

Teorema 14.3.1. E um isomorfismo a aplicagdo sequinte
B(E x E,R) —» L(E), b~ By
onde o operador B = By € unicamente determinado pela identidade
b(v,w) = (v, Bw) Yv,w € E. (14.3.1)

Além disso b € anti/simétrico se e somente se B* = FB.

- (14.2.1
2 outra base: posto(b) (142.1) posto(p~'bp) = posto(b), isomorfismo p preserva dimensao
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Demonstragao. Seja D: E — E* o isomorfismo dualidade (10.1.1). Num ponto
w € E definimos ¢, := b(-,w) € E* e Bw := D' o¢,, € E. Como composi¢io
de operadores lineares o B é linear e (-, Bw) = (Bw,-) = DBw = ¢, = b(-,w).

Injetivo: Suponha que By, = @. Assim a aplicagdo b(v,w) = (v, OQw) =
(v,0) = 0 anula-se para todos os vetores v,w € E. Dai b é a forma nula.
Sobrejetivo: Como dominio contra-dominio sao da mesma dimensao (dim E)?
(Teor. 14.1.3 e Cor. 4.1.15) injetivo é equivalente a sobrejetivo (Cor. 6.5.2). O

Corolédrio 14.3.2. Seja Z = {e1,...,en} uma base ON de E. Entdo a matriz
b da forma b € B(E x E,R) coincide com a matriz b’ do operador By € L(E).

Demonstragdo. b;j := b(e;,€5) (143.1) (€4, Boej) def_b <ai,2k5kb§cj) ZON bl

Formas bilineares simétricas
No seguinte b = b*'™ denota uma forma bilinear simétrica em E.

Teorema 14.3.3 (Teorema Espectral para formas bilineares simétricas). Dado
b € BSM(E x E;R), seja Z = {e1,...,6,} uma base ON de E composto de
autovetores do operador auto-adjunto By (Teor. Esp. 11.8.3). Entdo vale que

[b] ; = diag[A1,..., A\n] = [Bel

onde os reais \; sao os autovalores do operador By.

Demonstmgdo. b(Ei,€j) = <5inb5j> = <€ia)\j5j> = )\jéij. O]
Comentario 14.3.4 (Sumdrio). Dado b € B5™(E x E;R) e uma base ON
Z = {ey,...,en} de E composto de autovetores de Bp. Sejam enumerados
subindo

A< <Ay

os autovalores. Escrevendo v = 2?21 Qe e w = 2?21 B;e; valem as formulas
b(v,w) = Zaﬁﬁm q=qe(v) = 3N + -+ a2\, (14.3.2)
i=1

Definigcao 14.3.5. Uma forma quadratica q = qp chama-se de
ndo-negativa / positiva / ndo-positiva / negativa
se para todo vetor nao-nulo v vale

v)>0/>0/<0/<0
a0 20/>0/<0/ iss)
notagdo q|p >0/>0/<0/<0
0 que é equivalente a
todos os autovalores de By sdo >0/ >0/<0/<0.

Chama-se q = qp de indefinida se existem vetores u, v tal que q(u) < 0 < q(v).
Isso é equivalente a Ay < 0 < A,.
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Lema 14.3.6. Sejam A1 < --- < A, os autovalores, contados com multiplici-
dade, da forma quadrdtica q = qp. Entdo vale A1 < q(0) < A, para todos os ve-
tores unitdrios 0 € E. Ademais \y = q(e1) e A\, = q(e,) onde Z = {e1,...,e,}

€ a base ON do Teorema FEspectral 14.3.3.

Demonstragio. Escrevendo & = Y 1" | aze;, vale 1 = [0]2 = (0,0) =Y i af e

n n n n
A=A ol =) o\ <> afh £ ald, = A
i=1 i=1 i=1 i=1

——
(14.3.2)
=""q(9)

Segue de (14.3.2) que q(e;) = A; para todos os i. O

Definigao 14.3.7 (indice de uma forma quadrética). O indice ind(q) de uma
forma quadratica q é a maior dimensao de um subespago de E no qual a forma
é negativa (< 0). No caso q(v) > 0 Vv € E definimos ind(q) := 0.

Teorema 14.3.8 (Lei da inércia de Sylvester). Seja q uma forma quadrdtica.
Se existe uma base U = {&1,...,&,} de E tal que vale a formula simples

a0) =~ — - —a? +ad, +-- o
para todos os vetores v = a1&y + - - + apé&y, de E, entdo
ind(q) =4, posto(q) = r.
Demonstragdo. Lema 14.2.7com A\ =--- =X\ =—-1le 1 =---= )\ =1diz

que posto(q) = r.

Vamos mostrar que ¢ = ind(q) := max{dim F' | F' subespago de E e q|r < 0}:

CAso i =0. Entdo q > 0 e ind(q) := 0 = 1.

CAsO i > 1. Suponha que F' C F é um subespago tal que ¢(v) < 0. Vamos

mostrar que neste caso dim F' < i: Seja v € F' nao-nulo, entao concluimos de
—oi - —altaln 4+ ar=q() <0

<0 « >0

que (aq,...,q;) # O). Consequentemente a transformagcao linear
A:F =R, v (ag,...,q0)

é injetiva. Dai dim F' < i.
Neste momento ja sabemos que ind(q) < ¢. Assim s6 precisamos um exemplo

de um subespaco, dizemos G := (£1,...,&;), de dimensdo i e tal que q|G < 0.
Mas isso vale, com efeito q|g(v) = —a2 — -+ — a? < 0 para v # O. O
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Apéndice A

Revisao de matrizes e
sistemas lineares

Seja! R o conjunto dos ntimeros reais.

Comentario A.0.9 (Corpos gerais K). As construgoes neste Apéndice A para
matrizes e listas cujas entradas sao nimeros reais funcionam do mesmo jeito
para entradas num corpo geral K. Veja por exemplo [Lan93, Chap. VIII].

A.1 DMatrizes

Para alunos da matemdtica recomendo o tratamento excelente [Art91, Chap-
ter 1], para os outros alunos recomendo [San12, Capitulos 1 e 2].

Definigao A.1.1 (Matrizes m x n). Uma matriz, mais detalhado uma matriz
m X n, é¢ um quadro numérico de m linhas e n colunas

a1 . QA1n
a = (aij) =

Am1 .- Qmn

onde os a;; sao nimeros reais chamado de entradas da matriz. Por defini¢ao
a entrada a;; estd localizada na i-ésima linha e j-ésima coluna, para memorizar

QAlinha coluna-

Uma matriz quadrada é uma matriz do tipo n x n. Denotamos de

M(m x n) ::{a:(aij) ’aij ER,izl,...m,jzl,...,n}

LAp. A de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 11 de julho de 2024
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o conjunto de todas as matrizes reais a = (a;;) do tipo m x n. Definimos a
adicao de duas matrizes entrada por entrada, ou seja

a+b = (ay) + (bi;) == (ci5) , Cij i= @ij + byj.

Definimos a multiplicagao escalar de uma matriz por um ndmero real v,
chamado de escalar por tradigao, também entrada por entrada, ou seja

ya =7y (aij) = (Cij) 5 Cij = vaij.

A matriz cujas entradas todas sdo o nimero nulo 0 é chamada de matriz
nula, simbolo 0. Se na matriz nula n X n colocamos o ntmero 1 ao longo da
diagonal obtemos a matriz identidade 1 = 1,,. Denotamos de —a := (—1)a a
matriz cujas entradas sao os negativos —a;; das entradas a;; da matriz a. Como
—a+ a = 0 dizemos que —a e a sao inversos aditivos um do outro.

Definicao A.1.2 (Matriz transposta). A transposta de uma matriz a €
M(m x n) é a matriz a’ com entradas (a’);; = aj;. Ou seja, a transposta
de uma matriz tem como linhas as colunas da matriz original.

Definicao A.1.3 (Linhas e colunas de matrizes). Seja a = (a;;) € M(m x n)
uma matriz m x n. Note-se que o primeiro indice ¢ de uma entrada a;; indica a
linha e o segundo j a coluna dela. Tendo isso na vista vamos denotar a k-ésima
coluna, respectivamente a ¢-ésima linha, de uma matriz a com os simbolos

Aok = S Ape = [agl agn} . (A.1.1)

Amk

Temos escolhido o simbolo e para sugerir “este indice é aberto” — ele corre e
assim gera uma lista, ou vertical ou horizontal dependente se e fica no primeiro
ou no segundo lugar. Assim podemos escrever a matriz a nas formas seguintes

Aje
a= :[3.1 a.n].

amo
Definicao A.1.4 (Espago-coluna e espago-linha). Seja a = (a;;) € M(m x n)
uma matriz m X n. O espago-coluna é o conjunto de todas as somas das
colunas a,; da matriz decorado com fatores escalares v, € R, em simbolos
Esp-col(a) := {718e1 + - + Tnlen | 715+, n € R} C M(m x 1).

Analogamente no espago-linha usa-se as linhas da matriz a, ou seja

Esp-lin(a) := {11216 + - + Yn@ne | 715+, 0 € R} C M(1 X n).
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Produto matriz

Para duas matrizes a de tipo m X n e b de tipo k x p pode-se definir o
chamado produto matriz no caso que os indices 7 = k coincidem:

M(m x n) x M(n x p) = M(m x p), (a,b)— ab:=(c;) (A.1.2)
onde

n
Cij = Bje bej 1= 31015 + as2baj + - + ainbpn; = Z aixbrj .
N~ N

IXn nx1 k=1

Figura A.1: Produto matriz — o niimero de colunas de a iguale o de linhas de b

Lema A.1.5 (Propriedades do produto matriz). Vale o seguinte

(i
(ii

(iii

) (cb)a = c(ba)

) c(a+b) =ca+cb e (at+b)c=ac+bc

) al, e I,a=a ac M(m xn)
(iv) b(y ) 7(ba)

para todos v € R e matrizes a,b, c tal que as operacoes fazem sentido.

Demonstragao. O isomorfismo (5.2.5) traduz para matrizes as propriedades de
transformacodes lineares do Comentéario 4.4.3. O

Defini¢ao A.1.6 (Matriz inversa). Uma matriz quadrada a € M(n x n) admite
uma inversa se existe uma matriz quadrada b tal que ab = 1,,.2 Neste caso tal
b ¢é tinico e usa-se o simbolo a~! para denotar b; veja Secdo 6.4.1.

Definicao A.1.7 (Matrizes quadradas comutando). Dizemos que duas matrizes
quadradas a,b € M(n X n) comutam se ab = ba.

2 No caso se matrizes quadrada a condicdo ab = 1, é equivalente & condicdo ba = 1.
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A.2 Escalonamento de matrizes segundo Gauss

Definicao A.2.1 (Operagoes elementares (oe)). Pode-se aplicar para as linhas
de uma matriz trés tipos de operacoes, as chamadas operacoes elementares:

(oel); trocar duas linhas;
(0e2). multiplicar uma linha com um escalar «;

(0e3), adicionar uma linha para uma outra.
Teorema A.2.2. O espago linha nao muda quando aplicar (oe)’s a uma matriz.

Demonstragio. Obvio da Definicao A.1.4 de Esp-lin. O

Processo de escalonamento — método de Gauss (*1777 11855)

Chama-se uma matriz escalonada se em cada linha o primeiro elemento nao-
nulo esta a esquerda do primeiro elemento nao-nulo da préxima linha. Exemplos

1 4 00 14 00 1 4 00
escalonadas: 39 5], 39 nao é: 0 3 9 5
3 2 0 0 3

Numa matriz escalonada os primeiros elementos nao-nulos das linhas sao cha-
mados de pivos da matriz escalonada.

Definigao A.2.3. Uma matriz pode ser transformada numa matriz escalonada
aplicando operagoes elementares. O processo é repetir os trés passos seguintes:

1. Localiza a primeira coluna nao-nula e nela o primeiro elemento nao-nulo,
dizemos a. Troca a linha de a e a primeira linha.

2. Embaixo de a anulamos todo elemento nao-nulo, dizemos b: Multiplique
a linha de b com —a/b, depois adiciona a linha de a. Continue até todos
os elementos embaixo de a sao nulos.

3. Esquega a linha e a coluna de a e trata a matriz restante comegando de

novo com passo 1.

O processo de escalonar uma matriz a termina com uma matriz escalonada —
nao é unica — denotada acg. € ilustrada na Figura 3.1 onde * simboliza entradas
qualquais, nulos ou nao-nulos.

Exemplo A.2.4. ITlustramos o escalonamento. Seja Li a i-ésima linha, entao

01 2 1. 2 1 1 D 2 01 1] ses |2 1 1
a= (2 1 1 Liok2 g g 9 BN 0 1 2| edictr g 1 9
4 0 -2 L0 -2 -2 0 1 0 1 2

3.esq.linha

e coLL_ﬂle 2

—_ =
DN DN
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L %
P
aegc - O L
Figura A.2: Uma matriz escalonada ags. com pivos py,...,pqg # 0

e agora comecamos de novo com passo 1 tratando a matriz reduzida

1. 7EIL3 2.7‘LaL3 2 1 1
L2og 12| =5 |2 | ediege 12| = 12
12 -1 -2 00

A matriz escalonada reduzida

O processo de escalonar uma matriz a nao lida a um resultado unico: por
exemplo, se asc € uma matriz escalonada, entao 7acs. também é.

Definicao A.2.5 (A matriz escalonada reduzida). Chama-se uma matriz es-
calonada reduzida, simbolo acsc_red, S€ cada um pivo é 1 e as entradas acima
dele s@o nulos. A matriz nula ji é escalonada reduzida.

A matriz escalonada reduzida é tinica: Se uma matriz a nao possui pivo,
entao trata-se da matriz nula e

Ocsc = Ocsc—red = 0.

Dado entdo uma matriz ndo-nula a. Calcule uma forma escalonada acs.. Na
matriz aesc multiplique a primeira linha com 1/p; onde p; é o pivo da primeira
linha. Se a linha 2 nao é nula, entao faca o mesmo na linha 2. Depois aplique
operacoes elementares a linha 2 para anular cada uma entrada acima do pivo
dois. Continue até nao tem mais linhas nao-nulas.

L, O
O\QSc-Ved: O ] h U

Figura A.3: A matriz escalonada reduzida aesc_req

Exercicio A.2.6. Suponha que a é uma matriz quadrada n X n e uma ma-
triz escalonada aes. possui n pivos. Neste caso a matriz escalonada reduzida
Aesc—red = 1, € a matriz identidade.
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A.2.1 Aplicagoes de escalonamento
Matrizes

(i) Base e dimensao do subespago gerado por m vetores. Segdo 3.1.3

Dado m vetores vy,...,v,, € R™, colocamo-los como as linhas de uma
matriz a € M(m x n) e calculamos uma forma escalonada acs.. As linhas
nao-nulas, dizemos ¢1, {5, ..., ¢4 como na Figura 3.1, formam uma base do
espaco-linha de a cuja dimens&o é consequentemente d. Assim o subespaco

Teor.A.2.2

(v1,...,v,) = Esp-lin(a) " =" Esp-lin(aes.) C R"
tem como base as linhas ndo-nulas {1, ..., ¢;} da matriz escalonada aes.
(ii) Base e dimensao da imagem de uma matriz a. Segao 4.2

A imagem de uma matriz a € M(m x n) é igual, veja (4.2.2), a seu espago-
coluna o que coincide com o espaco-linha da matriz transposta a? ou seja

Teor.A.2.2

Im(a) = Esp-col(a) = Esp-lin(a’) Esp-lin(a’ese) € R™.

Assim as linhas nao-nulas de a4 formam uma base de Im(a). A dimensao
da imagem é chamado de posto da matriz.

(iii) Resolugao de sistemas lineares ax = b. Segoes A.3 e 6.6

Existéncia de uma solugao x é equivalente a b sendo uma CL das colunas
da matriz a. Neste caso segue os passos descrito no Comentario A.3.5.

(iv) Nicleo de uma matriz a. Segao 6.6.2

Escalone a matriz estendida [a : O] e resolve [a : Olesc = [Aese @ O] “de
baixo para cima”, veja Comentario A.3.5.

(v) Célculo da matriz inversa (Gauss-Jordan). Secio A.4

Transformagoes lineares gerais

Se A: E — F é uma transformagao linear entre espagos vetoriais da di-
mensao finita escolha bases e calcule a matriz de A correspondente. Aplique as
técnicas para matrizes descritos acima.

e Calculo do posto de uma transformacao linear; Secao 6.1
e (Cdlculo do nucleo e da imagem de uma transformacao linear;  Secao 6.6
e Resolugao de sistemas lineares; Secoes A.3 e 6.6

e Calculo da transformacao linear inversa (Gauss-Jordan). Secdo A4
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A.3 Sistemas Lineares

Seja a uma matriz mxneb = (by,...,b,,) uma lista ordenada de m nimeros
reais. Agora mesclamos ds n colunas de a a lista b como a (n + 1)-ésima coluna
para obter a chamada matriz aumentada, notagao

ail ce A1n b1
[a:d]:=
Al - Qmn  bm
Definicao A.3.1. Suponha uma matriz a tipo mxn e uma lista b = (by, ..., by,)
sdo dadas. Queremos saber se existe uma solu¢do = = (x1,...,x,) do sistema

linear (SL) de m equagdes a n incégnitas x1,...,xy
ajiry + -t amr, =b
(A.3.1)

A1l + -+ Gy = bm

ou, equivalentemente, da equacdo correspondente ax = b entre matrizes.

E 1til chamar a matriz aumentada [a : b] o sistema linear definido por (A.3.1).
A lista b = (by,...,by) é chamada de inomogeneidade do sistema linear. O
caso b= 0 = (0,...,0) chama-se de sistema linear homogéneo (SLH).

O sistema linear (A.3.1) pode ser escrito equivalentemente na forma

ail Q1n b1
21 + -4, = . (A32)
Am1 Amn, bm

O lado esquerdo é um exemplo de uma chamada “combinagao linear” das
colunas ae1,...,as, da matriz a, veja (A.1.1), representando o vetor b — um
conceito fundamental o qual vamos tratar no préximo paragrafo.

Comentario A.3.2. Note-se que o lado esquerdo de (A.3.2) corre sobre toda
a imagem da matriz a se variamos = sobre todas as listas. Entdo um SL [a : 0]
tem uma solugao se e somente se a lista b é elemento da imagem da matriz a.

Lembramos do curso MA141 “Geometria Analitica” o seguinte

Lema A.3.3. Uma lista x € solug¢do do sistema linear [a : b] se e somente se x
é solugao do sistema linear associado a matriz escalonada [a : besc.

Ideia de demonstragio. (Veja por exemplo Artin “Algebra” (1991), p.13.)

As operagoes elementares podem ser escrito como matrizes invertiveis e. O
resultado de uma operacao elementar numa matriz a entao é a matriz ea. Assim
acsc = pa onde p é da forma p := e;...e,. Além disso e[a : b] = [ea : eb),
entdo [a : blesc = [pa: pb]. '=’ Se ax = b, entdo par = pb. <’ Use p~t. O

3 Sempre se escrevemos ar = b consideramos x e b como matrizes colunas n x 1 e m x 1,
respectivamente, e ax é o produto matriz.
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Note-se que no caso especial quando um sistema linear é homogéneo, ou seja
b= O, vale a relagao seguinte
[a: Olese = [Aesc : O]
Coroldrio A.3.4 (Nucleo). N(a) = N(aesc)-

Demonstragao. As solugoes de [a: O] e [a: Olese s80 iguais (Lema A.3.3). O

Resolucao de um sistema linear usando escalonamento
Comentario A.3.5. Para resolver o SL ar = b

e escalone a matriz aumentada [a : b]

para obter uma matriz escalonada [a : blese =: [a: b].

Resolve o SL az = b ”de baixo para cima”, veja Exemplo A.3.6 embaixo.

e Uma lista x é solucao de axr = b se e somente se x é solucao de axr = b.

Exemplo A.3.6. Para encontrar as solucdes (r,v,2) € R do sistema linear

y+2z=0
20 +y+2=0
dr —22z=0

primeiro, formamos a matriz aumentada [a : b] onde b = (0,0,0) =: O, segundo,
escalonamos ela, e terceiro, resolvemos “de baixo para cima”. Segundo
Lema A.3.3 uma solucdo de [a : b]esc também resolve [a : b], e vice versa.
Exemplo A.2.4 mostra as matrizes a e aegc.
No Exemplo A.2.4 o lado direito = [aes. : O] desta férmula representa o SLH

20 +y+2=0
y+22=0
0=0

Resolugao “de baixo para cima”:

LiNHA 3. Comecamos embaixo com a ultima linha Ox + Oy + 0z = 0 a qual nao
representa nenhuma restrigdo para x,y, z.

LINHA 2. Progredimos para cima, ou seja para a linha dois y + 2z = 0. Escolha
uma varidvel para ser a varidvel dependente da(s) outra(s) varidveis, as quais
variam livremente no corpo. No nosso caso s6 tem uma outra e o corpo é R.
Escolhemos por exemplo como varidvel dependente y = y(z) = —2z como fungao
da varidvel z a qual varia livremente sobre os ntimeros reais, ou seja z € R.
LiNHA 1. Progredimos para cima, ou seja para a primeira linha

0=22x+vy(z)+z2=20—-224+2=20—2

lembrando que z € R é livre. Entao x = z(z) = %z para qualquer z € R.
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Conclusao. Toda solug@o do SL é da forma

y(z)| = |2z =2z |2
z z 1

onde z € R é um ntimero real arbitrario. Entao o SL nao tem s6 uma solugao —
tem uma para cada um nimero real z. Isso conclui o Exemplo A.3.6.

A.4 Calculo da matriz inversa — Gauss-Jordan

Esta Segdo A.4 aplica s6 para matrizes quadradas.

Proposicao A.4.1. Caso uma matriz n X n (quadrada) a admite uma inversa,
encontra-se a inversa assim: Considere a matriz [a: 1] obtida por escrever a
matriz identidade 1 = 1,, a direita de a. Aplique as trés operagdes elementares
(oel — o0e3), veja Definicao A.2.1, até a matriz modificada tem a forma [1 : c]
para uma matriz c. Neste caso ¢ =a~! é a inversa buscada.

a1 & s e )

a1

Dica: FE aconselhdvel escalonar a matriz a como passo intermedidrio e chegar
numa matriz da forma [acsc : d] onde acse € um escalonamento de a. Depois
elimine todas as entradas acima da diagonal para ao fim chegar em [1: c].

Ideia de demonstragdo. (Veja por exemplo Artin “Algebra” (1991), p.17.)

As operacgoes elementares podem ser escrito como matrizes invertiveis e. O re-
sultado de uma operagdo elementar numa matriz a entdao é a matriz ea. Assim
reduzir a para a matriz identidade 1 traduz num produto matriz e; ...exa = 1.
Aplicando a~! da direita obtemos e;...e;1 = a~!. Esta identidade diz que
aplicando as mesmas operagoes elementares na mesma ordem a matriz identi-

dade 1 obtém-se a matriz inversa a~'. O

Comentario A.4.2 (Matrizes 2 x 2). Se ad — bc # 0 a matriz inversa é
a b 1 d —b
A i

ad—bc |—c a
A.4.1 O determinante de matrizes quadradas

-1

Antes de comegar o processo descrito na Proposi¢ao A.4.1, devemos saber
que aquela matriz a é invertivel. Nas dimensoes 2 e 3 a ferramenta mais ttil
para checar é o determinante.

Definicao A.4.3 (Matrizes). Nas dimensoes 1, 2, 3 define-se det[a11] = aq1 e

anti

diagonal -diagonal
d a1l 12| A~ A
et o1 = 011022 — (21012
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diagonal anti-diagonal
ail a2 ais

(11022033 — 131022013
det |as1 as2 ass

© +a2a23a31 — 432023011

a a a
31 32 33 +ai13a21a32 — 33021012

Note como o primeiro indice dos a;;’s embaixo do produto da diagonal / anti-
diagonal fica constante e o segundo indice muda ciclicamente.

Exercicio A.4.4. Seja a = [a b] em = [p q} Prove que
c d r oS

1. det(am) = deta - det m [cilculo direto];
2. deta # 0 <= a é invertivel;
3. det(m~'am) = det a, para todo m invertivel.
Pode-se definir o determinante de matrizes quadradas
det: M(n x n;K) = K
de qualquer tamanho n x n; veja por exemplo [Sanl2, §2.2].
Teorema A.4.5. Seja a uma matriz n X n (quadrada), entdo sao equivalente
deta # 0 & a invertivel (a~! existe).
O determinante respeita transposta e produto matriz, ou seja

deta’ = det a, det ba = (det b) (det a) = det ab. (A.4.2)

Em geral nao respeita adigdo nem multiplicacdo escalar. De fato, para escalares
a € K vale det(aa) = o™ det a.
Para matrizes ¢ tipo k x k, d tipo (n— k) x (n—k), e tipo k X (n— k), vale

det (8 Z) = det(c) - det(d). (A.4.3)

Demonstragao. Veja por exemplo [San12, Teor.2.14 e 2.15] e [Sal19, Thm. D.3.5].
Para matrizes sobre um corpo veja [Lan93, VIII Prop. 4.16]. U

O determinante de Vandermonde

Teorema A.4.6 (Vandermonde 1771 (n = 3), Cauchy 1815 (caso geral)). Dado

elementos a,...,a, de um corpo K, entao vale
1 o 0412 . Oéln_l
1 o 0422 A a2n71
Alag, ..., ap) :=det | . = H (o — o).

1<i<j<n
1 o, «, o.Qy
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Demonstrag¢ao. Para k = n,n —1,...,3,2 adicione —«; vezes a (k — 1)-ésima
coluna & k-ésima coluna. Obtemos uma matriz n x n com (1,0,...,0) como
primeira linha e

2 n—1 n—2
(1,aj—a1,aj—a1aj,...,aj —aia; )

como j-esima coluna (j > 1). Desenvolvemos o determinante desta matriz
segunda sua primeira linha (1,0,...,0) obtemos

(o — 1) ag(as —ay) ... a;_Q(uZ*(\l)

Aoy, ..., an) =1-det
(an —a1) an(a, —a1) ... a7 2(agn —ay)

= (ay —ay) (a0, — o) Alag,...,an).

Agora indugao finaliza a demonstragao. O

A.5 Exercicios
1. Use escalonamento para resolver o sistema linear

r+3y+z2=1
20 4+6y+9z2 =7
20 +8y+82=6

nas incognitas x,y, z € R.
. . . 1 1 C 4
2. Determine a inversa da matriz a = 1 2 caso existir.
3. Decida quais das matrizes possuem inversa e calcule quando existir:

4 2 3
a:[éﬂ, b=1|4 5 6
7 8 8

~ . 2 -1
4 deta =1 # 0 entdo a~! existe, resultado a=1 = |: ]






Apéndice B
Polinomios

Suponhamos! durante todo o Apéndice B que
K é um corpo infinito  (em simbolos |K| = o0) (B.0.1)

ou seja, o nimero de elementos de K, denotado por |K|, dever ser infinito. Esta
hipétese garante que os mondémios formam uma base para o espago vetorial
P(K) de polinémios; veja Teorema B.1.2.2 Corpos infinitos incluem corpos
mais importantes como os nimeros reais e os nimeros complexos

K=R,C
mas nao incluem os corpos Z, com p primo.
Neste Apéndice B seguimos o livro texto excelente [Koe85].

Definicao B.0.1 (Polinémio). Uma funcdo p: K — K dada por uma soma finita

p(z) = ag + a1+ -+ apa®

onde os coeficientes g, a1, . .., ai sao elementos do corpo K, uma tal fungao p
é chamada de polinémio com coeficientes em K ou polinémio sobre K.

No caso a; = 1 o polinémio p é chamado de ménico. No caso a; # 0 o
exponente k é chamado de grau do polinémio, simbolo deg(p) := k. Seja

P(K)
o conjunto composto de todos os polinémios sobre K.

Os polindmios constantes correspondem aos elementos do corpo K. Por isso
faz sentido considerar o corpo K como subconjunto de P(K).

LAp. B de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 11 de julho de 2024

2 Em Z3, os polinémios 2x2 +23 e 2z +2x2 +2x3, visto como fungdes Z3 — Z3 na varidvel x,
sdo iguais (ambos tomam valor 0 em z = 0,1 e valor 1 em = 2) ainda que os coeficientes sdo
diferentes (0,2,1 e 2,2,2). Claramente tal ambiguidade nao é desejavel. Em Zs o polindémio
x4+ 22 é constantemente nulo ainda que os coeficientes em frente dos monémios nao sao nulos.

3 Tem-se uma inclusdo P(K) C F(K) no espago vetorial das fungdes K — K gragas a
infinidade de K a qual evita o problema exposto no rodapé anterior.
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B.1 Espaco vetorial

Lema B.1.1. P(K) € subespago do espago vetorial F(K) em Exercicio 1.2.10.
Demonstragao. P(K) é fechado sob adi¢do e sob multiplicagao escalar. O
Teorema B.1.2. Os monémios {1,z,2%,23,...} formam uma base de P(K).

Demonstracao. Gera: Verdadeiro por definicao de polinémio. LI: Escolha uma
CL de monémios e suponha que é igual ao polinomio nulo. Adicionando termos
da forma 0 - z*, se necessario, temos a hipdtese

a0+a1x+a2x2—|—---—|—ock.xk=0

para todos os x € K. Como o corpo K é infinito conforme hipétese B.0.1,
podemos escolher k+1 elementos dois-a-dois diferentes x1, ..., zr+1 € K. Temos

ozo—|—oz1xj+a2xj2—|—---—|—ozkxjk=O, j=12 ... k+1.

Consideramos isto como um sistema linear de k+ 1 equagoes nas k+1 incégnitas
ag,aq,...,a. O determinante da matriz A de coeficientes é o determinante de
Vandermonde, em simbolos det A = A(x1, 22, ..., Tk+1), & qual ndo é nula con-
forme Teorema A.4.6. Assim o sistema linear Aa = O, onde a = (ay, ..., ),
admite a solucdo tinica @ = A~'0 = O trivial. O

B.2 Anel

Definimos o produto de dois polinémios
p(x) =ao+oz+- - +oapa®, ) =Po+ rr+ -+ et
através de calculacao distributiva, ou seja
(pg)(z) == p(x)q(x) == y0 + Nz + -+ + Yppex" (B.2.1)

onde v9 = oo, 711 = apf1 + a1P0, -, Ve+e = aiBe. O coeficiente geral ~,,
¢ a soma de todos produtos o;3; com 0 < i <k, 0<j<flei+j=m A
férmula (B.2.1) define um produto

-+ P(K) x P(K) = P(K), (p.q) — pq

o qual é comutativo e associativo (porque a multiplicacio em K é). O elemento
neutro multiplicativo 1 de K é o elemento neutro da multiplicacdo ”-”. Assim
(P(K),+,+) é um anel comutativo e associativo com unidade 1 € K c P(K).
Ele é chamado de anel polinomial sobre K. Defini¢ao (B.2.1) prova o

Teorema B.2.1 (Grau). Se p # O e q¢ # O sdo polinémios, entio o produto
pq # O também nao é o polinémio nulo e vale deg(pq) = deg(p) + deg(q).
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Este teorema diz que o anel P(K) néo tem divisores nulos (p # O e g # O
com pg = O). Um anel sem divisores nulos é chamado de anel de integridade.

Teorema B.2.2 (Divisdo com resto). Dado dois polindmios p e g # O, entdo
existem polindomios unicos s e r tal que

p=gqs+r
r=0 ou deg(r)< deg(q).

Demonstragdo. Nos casos p = O ou deg(p) < deg(q) escolhe s = O. Assim
podemos supor deg(p) > deg(q). Na terminologia em cima podemos supor
g, Be # 0, assim k > ¢. Entdo o polinémio definido assim

825 _
gkt

B

é nulo ou tem grau k; < k. Se também vale k; < ¢ definimos s(x) := %—’; T
e a prova é completa. No outro caso k1 > ¢ repetimos o processo com 71 em
lugar de p e chegamos no destino depois finito muitos passos. Para unicidade
veja Exercicio B.2.7. O

ri(z) = p(z) ~q(x)

k—¢

Corolario B.2.3. Seja p um polinémio, entdo para cada um ponto o € K existe
um dnico polindmio s, tal que p(r) = (x — a)sq () + p(a), Vo € K.

Demonstragao. Na divisdo com resto escolha ¢(x) := x—a para obter p = gs+r
onde 7 é nulo ou possui grau nulo, assim é constante r = const. No ponto z = «
obtemos p(a) = 0 - s(a) 4 const. Para unicidade veja Exercicio B.2.7. O

Se escolhamos para o ponto a € K uma raiz de p, caso tem raizes, obtemos

Corolario B.2.4. Seja p # const um polinémio nao-constante, entdo para toda
raiz o € K de p existe um unico polinémio s, com p(x) = (v —a)sq(z), Vo € K.

Se s = s, possui uma raiz em K, entao podemos continuar o processo e
obtemos a representacao em Teorema B.3.1.

Corolario B.2.5. Um polinémio nao-nulo p # O nao tem mais raizes como
seu grau marca, em simbolos [p~1(0)| < deg(p).

Como o grau de um polinémio é finito o Coroléario precedente implica

Corolario B.2.6. Se p é um polindmio e vale p(a)) = 0 para infinito muitos
a €K, entao p= O € o polindomio nulo.

Exercicio B.2.7. Mostre os seguintes.

(i) Em Teorema B.2.2 os polindémios s e r sdo dnicos.

(ii) Em Corolario B.2.3 o polinémio s, é tnico.

[Dicas: Corolarios B.2.5 ¢ B.2.6.]
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B.3 Fatorizacao

Teorema B.3.1 (Fatorizacdo de polinémios). Um polinémio nao-constante p
de P(K) possui uma representagdo unica* da forma

plx)=(x—a)™ ...(x —a)™" - t(x) (B.3.1)
com pontos ay,...,q, € K dois-a-dois diferentes, um polinémio t sem raiz
em K, e expoentes my,...,m, € N tal que my + --- + m, + deg(t) = deg(p).
Além disso, os pontos aq,...,q, sGo exatamente as raizes de p em K.
Demonstragao. Coroléario B.2.4. O

Definicao B.3.2. Chama-se o expoente my, na representagao (B.3.1) de ordem
ou de multiplicidade algébrica da raiz aj; do polinémio p.

Definicao B.3.3. Um polinémio nao-constante p de P(K) é chamado de irre-
dutivel se nao é um produto
pP#P1L---Pk
de polinémios p; de grau < deg(p) e é chamado de redutivel no caso contrario.
Observagao B.3.4.
1. Todo polinémio de grau 1 — chamado de fator linear — é irredutivel.

2. Ser irredutivel depende do corpo. Por exemplo, os polinomios de grau dois
2 —1=(z+1)(z—1), 2?2+ 1= (x+i)(z—1)

sdo redutivel como polindémios complexos, elementos de P(C), mas sé o
primeiro é redutivel como polinémio real, elemento de P(R). Em P(R) o
polinémio quadratico 22 4+ 1 é irredutivel.

3. Como polindémio real (z2—1)(2%+1) é composto de trés fatores irredutiveis,
dois fatores lineares e um quadratico.
Como polinémio complexo (22 — 1)(z% + 1) é composto de quatro fatores
lineares irredutiveis.

B.4 Teorema fundamental da algebra

Teorema B.4.1 (Teorema fundamental da dlgebra — K = C). Valem e sao
equivalente: a) Um polinémio complexo ndo-constante p possui uma raiz.’
b) Um polindmio complexo p de grau k fatoriza em k fatores lineares, ou seja

plx)=clz —a1) - (x — ) (B.4.1)

4 \nica até alternar a ordem no produto

5 Este teorema famoso tem uma histéria de séculos — desde o primeiro aparecimento até
o bem entendido de hoje: Girard (1595-1632), Descartes (1596-1650), Leibniz (1646-1716),
Euler (1707-1783) formulou a primeira vez “todo polindmio real de grau n possui exatamente
n raizes compleras” e provou para n < 6, D’Alembert (1717-1783), Lagrange (1736-1813),
Laplace (1749-1827), Gauss (1777-1855) deu 4 provas, Argand (1768-1822), Cauchy (1789-
1857). A quem maneja a lingua alemdo recomendo muito o livro [EHH192], Capitulo 4.
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onde ¢, a, ..., Sao numeros complexos, nao necessariamente diferente.

Demonstragao. a) Uma prova ao longo do abordagem de D’Alembert e Argand,
isto é minimizar o absoluto |p(z)| em C, é dada no livro [Art91, Thm. 9.1, p. 527].
b) Aplique iterativamente Coroldrio B.2.4 usando existéncia de uma raiz con-
forme parte a). Alternativamente, na férmula (B.3.1) o polinémio ¢ sem raiz deve
ser constante, porque no caso contrario ele ia ter uma raiz segundo parte a). [

Corolario B.4.2 (Polinémios reais — K = R). Um polinémio mdnico real p
de grau n > 1 fatoriza como produto p = pi1...pr de polinémios mdnicos reais
wrredutiveis p; de grau 1 ou 2.

Demonstragao. Um polinémio real é complexo e assim p tem a forma (B.4.1) no
teorema fundamental acima onde ¢ = 1 porque p é moénico. Os «; sao complexos
0 que nao impede real. Se um «a; nao é real o complexo conjugado @; também
é uma rafz — assim igual a um dos a; — porque p é um polinémio real. Mas o
produto (z — a;)(z — @;) = 22 — (a; + @;)x + a;@; é um polinoémio real. Assim
os fatores em (B.4.1) ou sdo linear e real ou sdo complexos mas combinam em
pares cujo produto é um polinémio quadratico real irredutivel. O






Apéndice C

Demonstracoes restantes

C.1 Espacos vetoriais

Lema C.1.1 (Lema 1.1.5). Seja’ (G,*) um grupo. Entdo vale o sequinte.

1) O elemento neutro é inico.

2) Os elementos inversos sao Unicos.

3) Para todos os elementos f,g,h € G wvale:
a) fxg=[*xh = g=h (lei da corte)
b) fxg=[ = g=e
c) [xg=e = g=f

Demonstragao. 1) Se e,é € G satisfazem o axioma (elemento neutro), entao
usando o axioma para e e depois para € obtemos que e = e *x € = €.
2) Seja g € G. Se g, § € G satisfazem o axioma (inverso) para g, entdo obtemos
g=exg=(g*g)*g=g*(gxg) =g*re=7
S—— S~——

=€ =€

usando (elem. neutro) no inicio e fim, (inverso)., (associatividade), (inverso)

g’ g’

Ba)g=erg=(Fxf)rg=Fr(frg) "L Fx(fxh)=(Fxf)xh=exh=h,
b) Use a) com h =e. c¢) Use a) com h = f. O

Lema C.1.2 (Lema 1.1.10). Seja K um corpo e 0 € K € o elemento neutro da
adicdo. Entao 08 =0 e 0 = 0 para todos os elementos [ € K.

Demonstracdo. Seja 8 € K, denotamos o inverso aditivo de —f3. Entao

(distr.

(1+0)8 = 158 108 2 51 o5,

(eln.), (eln.)
0 = =

15
Usamos esta identidade para obter a segunda igualdade no seguinte

(ass.)

(inv.) inv.) l.n.

0"="(=A)+0=—-B+(7+05) (=B + B) +08 " 04 08 L) og.

LAp. C de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 11 de julho de 2024
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O

Lema C.1.3 (Lema 1.1.20). Para o vetor nulo O € E de um espago vetorial e
o elemento neutro aditivo 0 € K do corpo vale o sequinte.

(1) @O = O para todos os escalares o € K.
(ii) Ov = O para todos os vetores v € E.

(ii) Para todo o escalar o € K e todo o vetor w € E sdo equivalentes:

aw=0 & a=0ouw=0.

Demonstragao. (i) CAsO o = 0. Como aO + 00 = (a + 0)O = a0, entao
00 = O pela lei da corte (Lema C.1.1 3b) para (G, ) = (E,+)).
CASO a # 0. Tal a tem um inverso aditivo, notacdo a~!. Seja v € E, entdo

v (comp.) 1v (mV:')K" (™M) (comp.) ala ).

Usando este resultado no inicio e no fim do seguinte obtemos que

(disir.)E (eln.) g +

v+ a0 = a(a" ) + a0 a((a”)+0) " ="" ala ) = .
Entao aO = O pela lei da corte (Lema C.1.1 3b) para (G, x) = (E, +)).

(ii) Como v + 0v = lv 4+ 0v = (1 4+ 0)v = 1v = v a lei da corte diz que 0v = O.
(iii) ’=’" Suponha aw = O. Caso a = 0, pronto. Caso « # 0 concluimos que

comp. eln.)y comp. ip. i
(comp.) 1w ( :)K’ (e ta)w (comp) a law) e -1 0 0.
‘<’ Se w = O, entao aO 0 O, pronto. Se a = 0, entao Ow @ O, pronto. O
Coroldrio C.1.4 (Corolario 1.1.21). Para todos os o € K e w € E vale:
a) a(-w) = —(aw);
b) (—a)w = —(aw).

Demonstragao. a) Temos que mostrar que a soma de cw e o candidato para ser
seu inverso aditivo iguale o vetor nulo. Com efeito

(distr.) g (eln)p |

a(w + (—w)) a0 =0

onde o ultimo passo ¢é parte (i) de Lema C.1.3.
b) Temos o objetivo andlogo de chegar ao vetor nulo, com efeito

aw + a(—w)

istr. el.n.
aw + (—a)w (distr )z (a+ (—a)w e ow=0

onde o ultimo passo é parte (ii) de Lema C.1.3. O
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C.2 Subespacgos

Lema C.2.1 (Lema 2.2.4). Todo subconjunto LI {u,v} C R? gera R2.

Demonstra¢do. Vai ter 4 passos. 1. Os vetores u,v nao sao miltiplos um do
outro: Suponha por absurdo que u = av para um « € R. Entdao 1lu + (—a)v =
lav — (av) = O contradizendo LI. II. u # O: Caso contrario u = O = Qv
contradizendo 1. IIL. v # O: Anélogo. IV. Seja v € R2. Caso w = O escrevemos
w = Ou, pronto. Caso v # O: Agora identificamos R? com o plano usando dois
eixos OXY, veja Figura 2. Segundo II. e I1T1. temos duas retas Ru e Rv passando
ambas a origem O, mas nao sao iguais segundo I. Recebemos um paralelogramo
com dois lados parte das retas e dois vértices sendo O e v; pensa Figura 2 com
0OX e OY substituto para Ou e Ov. Entao a flecha v é a soma de duas flechas do
paralelogramo, uma flecha sendo um multiplo de u e a outra de v. Pronto. [J

Teorema C.2.2 (Teorema 2.3.4). Sejam Fy,Fy C F trés subespagos de um
espacgo vetorial E, entao sao equivalentes

F=F &F =4 VfEF, EI!fleFl,fgng talque f:f1—|—f2.

Demonstracdo. '=" Seja f € F. Como hipdtese temos duas informacoes, a
saber (i) F = Fy + Fy e (ii) F1 N F; = {O}, dando existéncia e unicidade.
EXISTENCIA: De (i) sabemos que f = fi + fo para um f; € F} e um fo € Fb.
UNICIDADE. Suponha que f = fl + fQ também para um fl € F1 e um fg € Fs.
Entao F1 o f; — fl = f~2 — fo € F5. Assim cada um lado pertence a ambos
espagos, entdao a Fy N Fy o qual segundo (ii) iguale {O}. Como néo tem outro
elemento, cada um lado deve ser o vetor nulo.

‘<" Fy + F» = F: A hipétese existéncia disponibiliza a primeira inclusao F' C
Fy + F5 C F e a segunda vale como Fy, Fo C F.

FyNnFy, = {0}: Seja f € F1 N Fy, a mostrar f = O. Note que f € F como
Fy, F5, C F. Entao segundo a propriedade do vetor nulo

‘ ) =f=_0 . 2.
A =r=0+ (C.2.1)
ery, € € em,

Mas pela hipdtese unicidade escrever f como soma de um elemento de F; e um
elemento de Fy é tinico, entao f = O e O = f. O
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C.3 Bases — SLH

Teorema C.3.1 (Teorema 3.1.11). Dado uma matriz a € M(m xn;K). Se tem
menos linhas (equagées) como colunas (incdgnitas), em simbolos m < n, entdo
o sistema linear homogéneo (SLH)

a1+ -+ apr, =0
(%)
U101 &+ oy, = 0
admite solugbes © = (x1,...,T,) ndo triviais (nao todos x; nulos).

Demonstracao. Se todos os coeficientes a;; sao nulos, entao todos os elementos
x € K" sdo solugoes. Sejam entdo ndo todos coeficientes nulos: A prova usa
indugao sobre o niimero m de equagoes.

m =1: Emajiz1+---+a1,2, = 0 temos pelo menos dois incégnitas segundo

nossa hipdtese n > m = 1. Além disso, pelo menos um dos coeficientes é
nao-nulo, dizemos a1, # 0 (caso fosse um outro renomeamos eles). Entao
a1 a1,n—1
TiyeeesTp1,———T1 = — ———Tp_1
A1n A1n
é uma solugao para cada um (x1,...,Ty_1) € K™ L

m — 1 = m: Caso todos os coeficientes da tltima equagao em (x) sdo nulos,
entao as primeiras m — 1 equacoes tem uma solucao nao-trivial x pela hipotese
da inducdo (x também resolve a ultima equagao: os coeficientes dela sao nulos).

Suponha entdo que pelo menos um coeficiente da iltima equagao em (*) néo
é nulo, dizemos a,,,, # 0. Nas primeiras n — 1 equagoes de () substitua x,, por

para obter um SLH de m — 1 equagoes a i := n — 1 > m — 1 incégnitas. O qual
tem uma solugdo (x1,...,2p—1) # (0,...,0) pela hiptese m — 1 da indugao.
Verifica-se que (21, ...,Zp—1, %) é uma solucao nao-trivial de (x). O
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Figura C.1: Dois angulos retangulos - usando Pitagoras duas vezes

C.4 Transformacoes lineares

Lema C.4.1 (Lema 4.3.10). Trabalhamos no plano 11 identificado com R? me-
diante um sistema ortogonal de coordenadas. A projecdo ortogonal sobre a reta
L, é denotada de P = Pp,,: R? — R? e dada por (4.5.2). Sua matriz é

1 1 a
=PLl=10 [a a2:| (C.4.1)
onde [Pp,] = [PL,]¢ ¢ denota a matriz em respeito a base candnica.

Demonstragdo. Seja a € R. Dado um elemento v = (z,y) € R?, denota sua
imagem sob P de (X,Y) := Pv € L, = {(z,ax) | z € R}. Assim X e Y sdo
fungoes de (z,y) e Y = aX. Resta determinar a funcao X (z,y). Vamos provar

1 a

X(z.y) = 1+ a2 +1+a

5 Ys (r,y) € R (C.4.2)

Segundo o Teorema de Pitdgoras a distancia dist(O, v) entre a origem O = (0, 0)
e o vetor v = (x,y) é dada por y/z? + y2. Assim, usando Pitdgoras de novo na
igualdade dois, veja Figura C.1, obtemos

22+ y? = dist(0, v)?

= dist(OQ, Pv)? + dist(v, Pv)?

= X?+ (aX)? + (comprimento® do vetor v — Pv = (z — X,y — aX))
= X%+ (aX)’ + (z — X)* + (y — aX)?

= X? 4+ (aX)? + 2% 22X + X2 +9y® — 24V X +a*X?

0 que ¢é equivalente a
X(z,y)*(1+a®) = X(z,y)(z + ay).

Caso X (x,y) # 0. Divida por X(z,y) e 1+ a? para obter (C.4.2).
Caso X(z,y) = 0. Entdo Y(z,y) = aX(z,y) = 0 e assim Pv=(X,Y)=0.
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Como a projecao é ortogonal o ponto v deve ser localizado na reta (La)é or-
togonal a L, e passando a origem. Mas esta reta resulta de L, mediante uma
rotagdo por 7/2 (90°), em simbolos

(La)s = R joLa = { [2 ‘01] m te R} — {(~at,t) |t €R}.

Entao v é da forma (—at, ) para um t € R e tal par satisfaz (C.4.2) também.
Para concluir note-se que os coeficientes na ultima identidade de
Pe; = P(1,0) = (X(1,0),Y(1,0)) = X(1,0)e; + Y (1,0)es
disponibiliza a primeira coluna da matriz (C.4.1) e analogamente
Pes = X(0,1)e1 +Y(0,1)es

disponibiliza a segunda coluna. Para obter os valores de X e Y nos pontos (1,0)
e (0,1) usa-se a férmula (C.4.2). O
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C.5 Existéncia de subespago invariante (K = R)

Nesta secao suponhamos que A é um operador linear num espaco vetorial
real F de dimensao finita n > 1.

Teorema C.5.1 (Teorema 8.3.1). Um operador linear A em E admite um
subespaco invariante F' de dimensao 1 ou 2.

Definicao C.5.2. Dado um operador linear A € £(F) e um polindémio real
p=p(x)=ap+ a1z + -+ az" € P(R)

definimos um operador linear em F assim
p(A) :==aplg + a1 A+ +a, A" € L(E).

Lema C.5.3. Dado A € L(E), entdo existe wm polindmio monico irredutivel
q € P(R) de grau 1 ou 2 e existe um vetor nao-nulo v € E tal que g(A)v = O.

Demonstragdo. Seja n = dim E > 1, entdo como o espago vetorial L(E) tem
dimensdo n?, veja Corolario 4.1.15, o conjunto de n? + 1 elementos

{Ig, A, A2, ... A"}
é LD. Por isso existem coeficientes reais «;, nao todos nulos, tal que
O=aplg+o1A+---+ anzA"Z.

Seja au;, o coeficiente nao nulo do maior indice. O caso m = 0 é impossivel como
aplp = O implicaria o absurdo Iz = ap~ 'O = O. Entdao m > 1 e definindo
Bj = a;/a, obtemos que

O=Bolg+BiA+ -+ Bp1 A"+ A™ = p(A) € L(E).
O correspondente polinémio real

PN == Po+ Bz + -+ Bpaa™ 2™
é monico e de grau m > 1. Segundo Corolario B.4.2 obtemos que
pP=P1--.-Pk
onde o0s p; sao polindmios moénicos reais irredutiveis de grau 1 ou 2. Como
O =p(A) =pi(4)...p(A)

pelo menos um dos operadores na direita nao é invertivel, dizemos p;(4). (Caso
contrario o operador nulo O é invertivel — absurdo.) Dai ¢(A) :=p;(A): E - E
nao é bijetivo, assim ndao injetivo, ou seja N(q(A)) # {O}. O
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Demonstragao de Teorema C.5.1 (Existe subespago invariante de dim. 1 ou 2).
Dado A € L(F), segundo Lema C.5.3 existe um polinémio ménico irredutivel
q € P(R) de grau 1 ou 2 e existe um vetor ndo-nulo v € F tal que

O =q(A)v. (%)

Caso g tem grau 1. Entdo ¢ é da forma g(z) = © — A para um A € R. Daf
segue de (%) que O = ¢(A)v = (A — Mg)v = Av — lv. Por linearidade de A a
reta F' := Rv é um subespaco invariante por A.

Caso g tem grau 2. O polinomio é da forma g(z) = x?+ax+/3 para constantes
o, € R onde 5 # 0 como ¢ é irredutivel (no caso contrario ¢(z) = z(z +a) é

redutivel). Entao
0 Y 4(A) = Adv + adv + Bu. ()
Se Av = O obtemos a contradi¢ao O = fSv.
e {v, Av} é LI: Suponha por absurdo que Av = pv para um p € R\ {0}.
Entao obtemos que
(%)

@
—~

pPo + ap + o = (p® + ap+ B) v = q(u)=0
——
=q(p) 70

mas um polinémio irredutivel de grau 2 nao pode ter uma raiz real.
e O subespago F' gerado por {v, Av} tem dimenséo 2 e é invariante por A:
Como A ¢ linear ¢é suficiente mostrar Av € F' e A(Av) € F. Com efeito

AveF,  AA)® _qav)-pueF

Isso finaliza a prova de Teorema C.5.1. O
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C.6 Projecao ortogonal

Seja E um espago vetorial com produto interno e F' um subespago.
Teorema C.6.1 (Teorema 9.5.7 — Projecao ortogonal (9.5.3)).
1. prp € linear e bem definido (independente da base ON Y ).

: (er)Q = Prp.
. Im(prp) = Fix(prp) e E =Im(pryp)® N(prp).
. Im(prp) = F.

prplr =Ir € L(F).

w:=(v—prpv) L f VfeF.

Vv € E wvale? dist(v, F) := inf scp dist(v, f) = |v — prpvl.
————

RS A e

=lv—f]
Demonstrag¢ao. Sejam k < n as dimensdes de FF C E. 1. O axioma (BL)

causa linearidade. Sejam Y = {e1,...,ex} e Y = {&1,...,ér} bases ONs de F.
Escrevemos os vetores €; € F' na base ) de F' com coeficientes «;;, em simbolos

N

€i0ij, note que (g;,&;) = vy,
1

(

/‘.
Jj=

7

onde j = 1,...,k. Conforme Proposi¢do 9.5.5 podemos estender a base ON
Y de F tal que obtemos uma base ON Z = {e1,...,ek,x41,.--,6n} de E.
Usando a mesma extensdo obtemos a base ON Z := {81, EkyEht1s - st
de E. Escrevendo v € E na base Z de E na forma

k n
V= Zf/f/ -+ Z EJUJ (CG].)
j=1 J=k+1

. k . .
e abreviamos ), = > | para chegamos no nosso destino assim

k n
S lenv)e = > <5iZ;/ i+ Y ;,/,_,> :,
i=1 i J J=k+1
(& N ) |
B zl: <Zj: \—<EZ:_./;€J> i + J:zk;l <5170€J> vy )€

E (),'J"[)J‘C,'
05J
= E:vj?/
J

k
D NCTOES
j=1

como dim F' < oo um infimo é um minimo

2
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2. Dado v € E, use a defini¢ao (9.5.3) duas vezes para obter

k k
prg(pryv) :Z<£],Z TR >

j=1 i=1
k
=D v lehee
=1 \T_/
ij
k
= Z<5u )e Prpv
ij=1

3. Lema 7.1.2.
4. “C”Obvio. “D”Escreve f € F como CL na base ON ), ou seja

. . ON , .
f=hei+ o+ free = [1Y (ene)ei+ -+ fr (€0 er)es
= [iprpe1+ -+ [ Prpeg
lin.
= prp(fier + -+ fuck)

= prpf € Im(prg).

5. S&o exatamente os pontos fixos Fix(prp) il Im(pry) 2 F nos quais uma
aplicacao age como a identidade.
6. Escrevendo v € F na forma (C.6.1) obtemos

v —Pprpv = Z:v,r, + Z/::,/z',/ - EJ: (ej,v)e; = Z]:Eﬂ)].

J vy

Escrevendo f € F na forma f = Zle €;fi; obtemos
n k
<’U _erU7f> = Z ZUJ <€Ja€i> fi =0.
J=k+1

7 N——
= 0

7. Dadov e EFe f € F, definindo w :=v — prpv e f = prpv — f € F obtemos
que v — f =w+ f. Como w L f segundo item 6 o Pitagoras generalizado diz

2 (93.3)

[v—f]

Assim infrep|lv — f| > |v — prpv|. Mas a desigualdade oposta vale também
porque prpv € elemento de F'. O

|U—erv\ +\erv—f| > \v—erv|

Exercicio C.6.2 (Exercicio 9.6.2). Seja X C F um subconjunto nao-vazio.

(i) O complemento ortogonal X+ é um subespaco de E.



C.6. PROJECAO ORTOGONAL 207

(ii) Ou X+ ¢ disjunto a X, ou X+ N X = {0O}.
(iii) Y X = Xt cYh
(iv) X+ = (X)+.

Solugdo. (i) A condicdo para um v € E de ser elemento de X+ ¢é linear. Con-
sequentemente X é fechado sob adicao e multiplicacio linear.

(ii) Caso X N X1 = ): Este caso aparece, por exemplo X = {z} onde = # O.
Caso XNX+ #0: Sejay € XNX+. Como y € X+ vale que (z,y) =0 Vo € X.
Escolha x = y € X para obter 0 = (y,y), assim y = O segundo axioma ( (P0S)).
(iii) Dado v € X*, entdo (v,z) = 0 Vo € X. Obviamente esta condicio é
satisfeita para os elementos y de um subconjunto Y de X.

(iv) “C”Seja v € X1, entdo (v,x) = 0 Vo € X. Mas esta condi¢io é linear em
x e por isso fica valida para combinagdes lineares em X. ”D” Item (iii) para a
inclusdo X C (X). O



208 APENDICE C. DEMONSTRACOES RESTANTES

C.7 Operadores ortogonais

Teorema C.7.1 (Teorema 12.2.1). Para A € L(E,F') sdo equivalente

(i) |Av| = |v| Vv € E; “A preserva norma”
(ii) |Au — Av| = |u — v| Yu,v € E; “A preserva distancia”
(iil) (Au, Av) = (u,v) Yu,v € E; “A preserva produto interno”
(iv) A*A = Ig; “A* ¢ inversa & esquerda de A”
(V)1 a matriz a:= [A] y y, € ortogonal para todas bases ONs X e Y;

(V)2 a matriz [A]X,y € ortogonal para um certo par de bases ONs X e ) ;
(vi)1 A leva uma certa base ON X de E num subconjunto ON de F;
(vi)a A leva todas bases ONs X de E em subconjuntos ONs de F'.

Demonstragio. (i) = (ii). Linearidade de A.

(ii) = (iii). (Au, Av) = % (|Au|? + [Av]? — [Au — Av]?).

(iii) = (iv). (u,v) = (Au, Av) = (A*Au,v) Yu,v = A*A = Ig (Le. 9.1.3)
(iv) = (v)1. A*A = Ip = a'a =1, (Teor. 10.1.11) = a ortogonal (Le. 12.1.3)
(v)1 = (v)2. Trivial.

(V)2 = (vi);. Sejam.)(—{51,...,£n}ey:{nl,...,nm} bases ONs tal que a
matriz a := [A], ,, é ortogonal. Entao

<A€'L7A£j = <Z NkOki, Zn@a23> Z akz agj = a a) ij — 5:3

k= 1(at) ik

(vi); = (vi)a. Seja X = {&1,...,&,} uma base ON de E tal que X := AX é
um subconjunto ON de F. Seja X" qualquer base ON de E' e seja p := [Ig]y/ 5
a matriz de passagem de X’ para X, veja (5.3.1). Vale p € O(n) segundo
Exc. 12.1.7. Do fato que

n

A G2 Az&pki = Z(Afk)pki

k=1 k=1
obtemos que
n n n
<A§;7A£;> = PEiDPej A§k7 Aﬁg Z Pki DPkj p p)m = 51]
k=1 ¢=1 k=1,
(pt)zk

(vi)a = (i) Seja X = {&1,...,&,} uma base ON de E. Escrevemos v € E na
base X como v = Oz1€1 + -+ + an&y. Da hipétese (§;,€;) = d;; obtemos que
[v]? = (v,0) =af+---+a2 Como o conJunto AX é ON pela hipédtese obtemos
que |Av|? = szl o0 (Afl, A&y =al+---+ a2 O



C.8. FORMAS BILINEARES 209

C.8 Formas bilineares

Teorema C.8.1 (Teorema 14.1.4). Seja b € B(E x F,K). Seja p = [Ig], ;5 o
matriz de passagem entre bases de E e q = [Ip]v 5 entre bases de F. Entao

b= p'bq =p 'bq caso U,U sio bases ONs
onde b = [bl75 e b=[b],,.

Demonstragao. SejamU = {&1,...,&,} e U bases de E e sejam V = M, smn}
e V bases de F. Entao vale que

bij = = b(&, ;)
—b (zn:l EPris f:l nsqu>
- Z;Tiqub(érjns)
= i:priQSjbrs

= Z(pt)irbrs(JSj
T8

= (p'bq);;.

A matriz de passagem entre bases ONs é ortogonal p! = p~! (Exc. 12.1.6). O






Apéndice D

Varios — Allerlei

D.1

cos(f + ) = cosf cos ¢ — sin sin ¢,
sin(f + @) = cos 0 sin ¢ + sin § cos ¢.

Escrevendo 6 = g + % as duas formulas tomam a forma

cos 0 = cos? g — sin

0 0

sin = 2 cos 3 sin 5

Demonstracdo. Pela férmula de Euler e?

cos(f + ) + isin(0 + )

— H(0+%)

— o0y

= (cosf + isin 0) (cos ¢ + isin p)

= (cosfcosy — sinfsin ) + i (cos f sin ¢ + sin f cos p) .

Agora sé precisa-se comparar as partes reais e as partes imaginarios

LTAp. D de MA327 2021-2, autor Joa Weber, atualizado: 11 de julho de 2024
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Teorema de adicao de seno e coseno

Teorema D.1.1 (Teorema de adicdo). Para! todos os reais 6 e  vale

20
29

= cos @ + isin # obtemos que

(D.1.1)

(D.1.2)
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Ae%, ake k-ésima coluna, linha, 16, 180

INDICE REMISSIVO

Aesc_red Matriz escalonada reduzida,
183
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104
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(-, -y« produto interno em E*, 119
posto(A4) := dimIm(A), 76
pry projecao ortogonal
bespago F, 130
pr, projecao ortogonal sobre reta Ru,
126
pc(a) posto-coluna, 50
pl(a) posto-linha, 50
p(A) polinémio do operador A, 110,
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X, v X w produto vetorial, 72
X, X XY produto cartesiano, 8

sobre su-
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Y*F =Y x..-xY, 8,31 base, 29
spec A spectro de A € L, 99 canodnica, 15, 26, 30
F & G soma direta, 27 das matrizes m x n, 30
X +Y soma de subconjuntos, 27 dual, 48
tr A onde A € L(E), 69 extensao, 130
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10 trivial, 18
Z complexo conjugado, 165 complemento ortogonal, 131
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(P0S) positividade, 115, 166 composto de elementos x1,...,xy,
(SIM) simetria, 115 4,7
(SL) sesquilinearidade, 166 finito, 7
indice gerando um subespago, 25
de forma quadratica, 176 linearmente independente LI, 19
ordenado, 7
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de um nimero intersecao de —, 7
complexo, 10 uniao de —, 7
adigao convolugao, 45
de funcgoes, 17 coordenadas
adjunta, 136 de um vetor, 33
complexa Af, 167 no plano, 2
anel corpo, 9
de integridade, 193 carateristica do —, 10
divisores nulos, 193 infinito, 191
polinomial, 192
auto-adjunto, 143 decomposicao
autovalor, 99 de vetores, 27
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